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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Vom spune cd numdrul natural n>3are proprietatea (P) daca existd numerele naturale nenule a si k

astfel incat:
n =a+(a+1)+(a+2)+...+(a+k).

a) Demonstrati c¢d numdrul 14 are proprietatea (P).

b) Demonstrati cd numarul 16 nu are proprietatea (P) .

¢) Care dintre numerele 2013 si 2°°" are proprietatea (P)?
Solutie:
) LA = 2 3 A4 S i e 2p
b) 16=a+(a+1)+..+b, = b<8 sianalizam situatiile posibile ...............c..cooeeeinnii 2p
+b)-(b—a+1
c) a+(a+l)+(a+2)+...+b:(a ) (2 L 1p
(a+b)-(b—a+l) . _
2013 = sialegdnd b—a+1=2 si a+b=2013 = a=1006, a=1007....... 1p
+b)-(b—a+1
yons _(a+D) (2 a+l) = 2" = (a+b)-(b—a-+1), imposibil deoarece (a+b)-(b—a+1) este
produs de doi factori cu paritdfi diferite. ............coueiiiiiii i 1p

2. Fie functia f:Z —> R, f(x)=10x>—x+/2013 +45. Se cere:

. . 3
a) Determinati ne N cu proprietatea € [n; n+1].

b) Demonstrati cd min f <0, unde min f este cea mai mica valoare f (x), cu xe Z.

¢) Demonstrati ca pe graficul functiei f existd un singur punct cu ambele coordonate numere intregi.

201 201
a) Te[n; n+l] & 4%036[112; (n+1)2J S = e, 2p
b) %2@6(2;3) ....................................................................................... 1p
f descrescatoare pe (—oo; xv]ﬂZ si crescdtoare pe [xv; +00)NZ wevviiiiiiiiiei 1p
F£(3)=7(2)=50-+2013 >0 , deci min f = £ (2)=85-2v2013<0 .......cceoerirrnrrn 1p
©) M(a;b)eG, & f(a)=b e 106> —\2013-a+45=b .oovoreiieiiiiieieeec e, 1p

& a-\J2013 =10a” +45—b si cum 2013 este irational, singurul punct de pe grafic care are
coordonatele numere intregi este M (05 45 ) ....uuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 1p



3. Fie triunghiul ABC, punctul M interior triunghiului si A', B', C'simetricele punctului M fata de

mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB.
a) Demonstrati cad pentru orice punct O din planul triunghiului au loc relatiile:

(i) OM +0A'=0B+0C
(ii) AA'=—OA+O0B+0C—-0OM
b) Dacd T este mijlocul segmentului [AA‘], demonstrati ca punctele B, T si B' sunt coliniare.
c) Demonstrati ca dreptele AA', BB' si CC' sunt concurente.
Solutie:
a) Conform figurii, [BMCA '] este paralelogram de centru D

= 20D =0M +0A'= OB +0C

............................................................................ 2p
AA'=AO+0A'=-0A+0B+0C-OM
...................................................................... 1p

b) ﬁ:%+ﬁ:%+0A+OA ZOA—OB-i-ZOC—OM
...................................................................... 1p
BB '=0A—0B+0C —=OM .........cc..oomoiiieeiieee e 1p
ET:—BTS", deci B, T si B' suntcoliniare ...............coooeiiiiiiiiiii i, 1p

c) AA', BB'si CC' sunt concurente T 7' ......coiuiiiuiiiieiit ettt ee e eaeenaens 1p

Nota: La subpunctele b) si c) se acorda punctaj maxim §i n cazul prezentarii solutiei sintetice, pornind de
la observatia cd [MBA'C|, [MCB'A], [MAC'B] sunt paralelograme, din care rezulti ca sunt

paralelograme si [ABA'B'], [BCB'C'], [CAC'A'].

4. Un OZN se deplaseaza pe o traiectorie pland parcurgand secundd dupd secunda cite un segment de
dreaptad de doua ori mai lung decat in secunda precedenta. Considerand ca in prima secunda OZN-ul a

parcurs doar 10m , se cere:

a) Determinati dupd cate secunde drumul strabédtut de OZN depéseste 10km .

b) Demonstrati ca nu este posibil ca dupd un anumit numar natural de secunde OZN-ul sd ajunga
exact Tn punctul de plecare.

Solutie:
a) Fie A, punctul de plecare, respectiv punctele A, A,, A,,...,A 1in care ajunge OZN-ul dupd exact

1, 2,3,...,n secunde, unde ne N*, atunci lungimea drumului parcurs de OZN dupa exact ne N *

secunde este L = AJA +AA + A A+ +A A 1p
cu AyA =10m, AA,=2-10m, A A, =2"10m, ..., A A, =2"" 10 M..cooouueeaannananaan, 2p
deci L, =10-(1+2+27+...+ 2" ) =10-(2" =1) metri. .......ooooviviiiiiiiiiiiiicee, 1p
si drumul parcurs de OZN depaseste 10 km dupad 10 secunde. ...........ocevviiiiiiiiiiiiiiinnnnn, 1p
b) Indiferent de forma traiectoriei parcursa de OZN, avem L, =10- (2” - 1) 2AA, 1p

dar in secunda (n+1) OZN-ul parcurge A A, =2"-10 m,deci A A, ., > A/A,, deci pentru orice

NENFArE1OC A | Ay oo, 1p

n+l
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1. Fie x, =a"+a ™", ne N*, @=2++/3. Se cere:
a) Calculati x, six,.

n—1

b) Demonstrati ca: @’ =4a-lLa” =4 -L,a" =4a"" —a"six, =4x,_, — X, _,,

oricare ar fi n >3.
c¢) Demonstrati ca x, este numdr natural nenul, oricare ar fi ne N*.

d) Demonstrati ca {0{”} =1-a™", oricare ar fi ne N*, unde {x} reprezintd partea fractionard a

numarului real x.

Solutie:
2 2
a) xy=a+a’ =(2+\/§)+(2—\/§) =4, x,=a’+a”’ =(2+\/§) +(2—\/§) =14, 2p
b) Calcul direct (pentru primele doud eZalItAt) .......ceevveerirriiiieiie ettt 1p
A = 0 =0 (AU 1) S A =@ oo 1p

o) x,=(2433) +(2=33) = 4| (24B) "+ (2=33)" || (24 45) T (2= B) 1p
X, = 2‘[ZP:CS"2”"2" (x/g)sze N*, unde p :[%} 1p

k=0

d) {a"}=1@" +a" —141=@ 7" b =10 oo 1p
N (0:1)

2. a) Demonstrati inegalititile:
(i) 2-(a2 +b2) > (LH-b)2 ,oricare ar fi a, be R.

(i) |asinx+bcosx| <<a*+b?* ,oricare ar fi x, a, be R.
(iii) (2+sinx—y)2+(y—cosx)2 >3-242 , oricare ar fi x, ye R.

b) Rezolvati ecuatia (2+sinx— y)2 +(y—cos )c)2 =3-24/2, in necunoscutele x, ye R.

Solutie:
a)
(@) 2:(a? +52)2(a+5)" & (@=5) 20 ceiiiiiiiiiiiie e 1p
(ii) |asin x+bcos x| <va> +b* & (asinx+bcosx)’ <a’ +b* & 0<(acosx—bsinx) ....... 2p

(iii) Conform cu (i), 2‘[(2+sin x—y) +(y—cos x)zJ >(2+sinx—cosx)’,

cu egalitate dacad $i nUMAai dacd 2+ SIN X — ¥ = Y —COSX .eerrtenrtennrernteaneenneenneereeanneenneenns 1p



dar, conform cu (ii), [sinx—cos x| <2 = (2+sinx—y)2 +(y—c0sx)2 >3-2v2 i, 1p

b) Egalitatea are loc daca si numai daca sin x —cos x = —2 $i 2+sinx—y=y—cosx,

decix:—%+2k7r, KE T oo 1p
g T 1p
3. Un program de calculator simuleaza o traiectorie, curbd inchisd, de lungime 15 cm si pe care doud
mobile pornesc din acelasi punct dar Tn sensuri opuse, respectiv cu legile de deplasare date de functiile
f(x)=x+2"-1 si g(x)=x+log,(x+1), unde variabila x>0 reprezinta momentul masurat in
secunde iar f(x) si g(x) reprezintd distanta parcursd de cele doud mobile de la momentul zero al
simuldrii pana la momentul x>0, masurata in centimetri. Se cere:
a) Calculati f(3) si g(3).
b) Determinati momentul x >0 al primei Intalniri al celor doua mobile.
¢) Determinati de cate ori se intalnesc cele doua mobile in primele 7 secunde.
(se considerd ca x =0 nu este moment de Intilnire).
Solutie:
Q) F(B)=10, (B)ES et sttt ettt st 1p
b) Considerand functia h:[0;+c0) —[0;400), h(x)= f(x)+g(x), cum h(3)=15, rezultd ca cele
doua mobile se ntilnesc prima data dupa 3 secunde de la Inceputul miSCarii .......cocverveerueenuenne. 2p
¢) Cele doua mobile se intilnesc la fiecare moment xe (0,c0) 1n care h(x) =15-n,ne N ... 2p
()= f(T)+ (M) =144 =15-949, oot 1p
Asadar in primele 7 secunde cele doud mobile se intdlnesc de 9 ori ..........ccveveiiiiiiiiin. 1p
4. La un concurs de matematica au participat 101 elevi si au avut de rezolvat un subiect format din patru
probleme. Analizand lista rezultatelor, s-a constat cd fiecare dintre cele patru probleme a fost
rezolvata de cel putin 51 de elevi.
a) Demonstrati ca existd un elev care a rezolvat cel putin trei dintre cele patru probleme.
b) Demonstrati cd exista doi elevi, astfel incat fiecare dintre cele patru probleme a fost rezolvata de
cel putin unul dintre ei.
Solutie:
a) 51:4 =204 1ezolvari POSIDIle.........cooiiii i 1p
Daca fiecare elev ar fi rezolvat cel mult 2 probleme, s-ar fi totalizat cel mult 202 rezolvéri ...... 1p
Deci cel putin un elev a rezolvat cel putin trei dintre cele patru probleme ........................... 2p
b) Conform punctului anterior, alegem elevul care a rezolvat cel putin trei probleme................. 1p
Daca acel elev a rezolvat toate problemele alegem orice alt elev si cei doi verifica cerinta ...... 1p

Daca acel elev a rezolvat doar trei probleme va exista un elev care a rezolvat problema
nerezolvata de el si alegdnd acei doi elevi cerinta este verificatd ..................cooiiiiiii.. 1p
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Fie G multimea matricelor A = (alj)e M, (R), unde ‘%‘ =1, oricare ar fi i, je {1;2;3}.
Se cere:
a) Dacd Ae G, demonstrati ca det A este divizibil prin 4.

b) Daci Ae G si d =det A, demonstrati cd d’ =16d .
¢) Demonstrati ca oricare ar fi d € {—4; 0; 4} exista Ae G cu detA=d .

d) Determinati numdrul elementelor multimii G .

Solutie:

a) Fie Ae G si d =detA, atunci d =det A', unde A' este matricea obtinuta din matricea A prin
sumarea celei de a treia coloane la primele doud coloane (C;+Cs3, respectiv Co+C3) cvveveveenennn. 2P
Astfel pe primele doud coloane din A' vor fi elemente 0, sau 2, sau —2, deci det A' se divide prin 4
= det A se divide prin 4 .. . . 1p

b) Cum ‘ ‘—1 calculand d =detA = |d| < 6 si conform punctulul anterior a’ e{ 4 0; 4} ............ 2p

c) Spre exemplu,

111 1 1 1 1 1 -1
A=|11 1|=detA =0,A,=|1 1 -1|=detA,=—4,A,=|1 1 1 |=>detA =4 ... 1p
111 1 -1 1 1 -1 1

d) are 2% =512 EIEMENLE ... ....eeieieeeeee e et 1p

2. Un automobil se deplaseaza din orasul lasi spre orasul Roman. Spatiul parcurs de acesta, notat s(z),
t>0, defineste o functie s: [O;ts] — Recare verificdi pe parcursul deplasarii s(0)=0 si
s(t)—s(éjz?aOt, oricare ar fi tre [O; ts] , t,>0 fiind momentul In care automobilul a ajuns la
destinatie, masurat in ore. Distanta dintre cele doud localitdti se considera de 90 km si se subintelege
ca s este functie continua.

a) Demonstrati ca s(7)— S(Z j 60{1—%) oricare ar fi >0 si ne N.

b) Determinati expresia s(¢) a functiei.

¢) Determinati cu ce vitezd medie si in cat timp este strabatutd distanta lasi — Roman. (Reamintim ca
ecuatia vitezei este v:[0;7,] > R, v(1)=+s'(¢)).

Solutie:

e VA3 1 (671 2p

b) Cum s5:[0;z,] > R este functie continud, trecand la limitd pentrun — oo in



egalitatea s (1) — ( j 60{1—%} $€ ObtNE §(7) =607 wevvvvneiiiinieiiiiiee e e 3P

€) V(1) = 5'(1) 260 (KITR) . eveeee oot 1p
ST S(E)Z90 K1 =5 1, = 1,5 e 1p

3. a) Fie a>0 si functia f:(—a;a) — (0; +e0) continua pe (—a; a), derivabildin x=0,cu f(0)=1 si

1
£'(0)=k, ke R. Calculai lim[ f (x)].

1

b) Calculati ling[w}x, ne N*,
xX—> n
Solutie:
a) f continudin x=0 cu f(0)=1 = lirrgf(x) =1 = nedeterminare 1 ..........coooeeiiiiiii 1p
f(x)1
L:lim[f(x)]izhm {1+[f(x)—1]}f(~i)‘1 " e, in conditia tim? ) ! g R 2p
x—0 x—=0 ’ ’ x—0 X o
-1 — £(0) der 1
cum tim Iy L0 = lm[ £ ()] =€t oo 2D
x—0 X x—0 x—0 x—0
b) Considerand f ( ) u, suntem in conditiile punctului anterior cu k :l-ln(n D siin
n n
1
* x x|y l«nn! 1
aceste conditii llng[u} =o' =(n!)n =) ) 2p
xX—> n

4. O lacusta sare din punct in punct pe un plan, raportat la un sistem de axe ortogonale (xOy) si
parcurge astfel un traseu notat M ,M,M,..., unde M, (x,; y,), ke N*, sunt punctele sariturilor iar

coordonatele acestor puncte verificd x, =1, y =1, x., =3x,+Yy., Y, =x, +2y,, oricare ar fi

3 1
ke N*. Considerand matricea A = (1 2], se cere:

P . X+t X
a) Verificati egalitatea ( ] =A ( ]
Viewt Yk

b) Determinati coordonatele punctelor M,, M, si M, .
c¢) Demonstrati ca A" #1,, oricare ar fi ne N*

d) Determinati daca exista posibilitatea ca dupd un numar de sarituri lacusta sa ajungd din nou in M, .

Solutie:
31 ' 3x, +

a) Verifica ( J(ka ( % ykJ (xk“j .................................................................... 1p
1 2)\ X+ 2y, Vi1

b) Calculeaza si determind M, (4; 3), M, (15;10), M, (555 35) «ovvunieiiminieiiiiiinee e, 2p

n

n

¢) Inductiv rezultd ca matricile A" :( "J au toate elementele numere naturale strict pozitive, deci
C n

nenule si astfel A" #1,,oricare ar fi ne N¥. ... 2p
X X
d) Lacusta poate ajunge In M, numai daca este posibild egalitatea [ k“J:( 1] SRR | 1)

Vit Y
dar aceasta egalitate obligd A* =I,, deci ldcusta nu poate ajunge dinnouin M . ............ccccoeee.... 1p
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1. Calculati:

a) J‘xz‘sinxdx, xeR
1

5 '([x(x—Z)-sinﬂ-();_l) dx.

Solutie:

a) Fie I = j x”-sinxdx, xe R. Se integreazi prin parti.

— 2 v:2
! x }:u g }:Izju-v'dxzu-v—ju'-vdxz—xz-cosx+2J,
v'=sinx V =—COSX
A I Y ol o 130 o7 5 PR 1p
u =Xx u :1 .
' }: , }3]:Iu-v'dx:u-v—ju'-vdx=)c-s1nx+cosx+C1 ..................... 1p
v'=cosx v =sinx
= I=2x-sinx+(2—x2)-c0sx+C L CER 1p
b) f(x):xz‘sin%, iR R = f(—x)=—f(x), deci este functie impard ...................... 1p
1
o [ S X =0 oo 1
Jrng :
¢ w(x-1) ° 2 w(x-1) f X
c x(x—=2)-sin dx = [x—l —l]sin de=|(x"=1)-sin==dx=0............ 2
) Jr(x-2)sin == de= | (x-1) 5 [ =1)sin % P
2. Fie polinomul f € Z[X ], f =X>+aX?+bX +c. Demonstrati afirmatiile:
a) Daca f areradicina x, =/2 atunci are si o radacina intreaga.
b) MeZ,oricarearﬁ X, VEL, X#*Yy.
xX=y
Solutie:
a) FEZ[X], 5 =N2 = 5, = N2 o, 1p
Cum x,+x, =0, X, +X,+X,=—A€EZL = X;=—AE€ L. .cccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiia 1p
- X =y )+a-(x*—y*)+b(x—
py ) fO) (o )ra (o) eblemy) 1p

XYy XYy



:Mz(x2+xy+y2)+a-(x+y)+beZ ................................................... 1p
X=y
- (2013
c) Fie x,e€ Z radacina = f (%)= / )e Z = X, este Intreg par. ...........cocoeveiuiniiinn.n. 1p
x,—2013
- (2014
Analog, /(%)= )e 7 = x, este INreg IMPAr .........ooviuiiiiiiiniiiiiiieaas 1p
x,—2014
Contradictie. = f nu are raddcini intregi si cum are coeficientul puterii dominante 1,=
= f nu poate avea radacini rationale neintregi, deci nu are radacini rationale ..................... 1p

3. Fie C multimea numerelor complexe cu legea de compozitie xoy=xy+x+y si submultimea

GcC, Gz{O; _3+l\/§; _3_“/5}. Se cere:

2 2

n.n

a) Demonstrati ¢ G este parte stabild a multimii C 1n raport cu operatia "o" si (G; o) este grup

comutativ.

b) Demonstrati cd functia f:G —> M, f(x)=x+1 este izomorfism de la (G;o) la (M;-), unde
—1+i —1—i

Al:{k ng' ;Jg

2 >

} este grupul multiplicativ al rddacinilor de ordin trei ale unitatii.

. -3+iv3
c) Calculati z,,, =zcze°...oz,unde z :T\/_.

2013 factori
Solutie:
- —3+i/3 —3-iVJ3 o e . N ..
a) Daca z,=0, z;= > \/_ , 4, = 2 \/_ , se verifica prin calcul direct, efectuind tabla operatiei:

° 154 | %

A ENEEES

g 1% | % %

L% |4

deci are loc proprietatea de parte stabild .......... ... 2p
Comutativitatea, elementul neutru si simetrizabilitatea se observa din tabla operatiei .......... 1p
iar asociativitatea din (xo y)oz=xo(yoz)=(x+1)(y+1)(z+1)=1 ccooeeeeiiriiiirreiin 1p
b) Bijectivitatea este evidenta si se verificd f(xoy)=f () f(}) cooreeereermmmiinieiiiiiiinnnn. 1p

3
¢) Folosind morfismul, z,0z,0z =(z,+1) —1= (_H——zl\/gj -1=0=¢z, dar z,=0 este elementul

neutru al grupului (G;e) si cum 2013 se divide cu 3, = 7,5, =2°20..02=2,=0....cco..... 2p
2013 factori

4. Figura alaturatd reprezintd schema unui ornament
arhitectural, reprezentatd grafic pe un reper cartezian B0

ortogonal prin functia f:[-1;1]—>[0; 1], f(x)= ﬂl—ﬂ

si In care unitatea reperului semnifica metri. Se cere:

1 1
a) Justificati afirmatia If (x)dx= 2-J.f (x)dx. A0 ° Ao
0

-1



b) Demonstrati cd functia g:[0;1]—>[0;1], g(x)=(x) este bijectivd si determinati expresia
functiei inverse, g ' .
c¢) Folosind eventual punctul anterior, determinati aria ornamentului.

Solutie:
a) f(—x)=f(x),deci f este fUNCHE PAIA .......ueiiiiinieiiiiiie it 1p
1 1
i implicit [ £ (x)dx =2+ F (X)X oovoviiioiiiii 1p
-1 0
b) Considerand g :[0;1] »[0;1], g(x)=f(x) , ecuatia g(x)=y admite solutie x = (y3 —1)2 e [0;1]
ST SOIULIA ©STE UTHCA, ...\ ueet ettt ettt ettt e e e e ettt e e e e et e e et et ettt e et et e aeaes 2p
2
deci functia g este bijectivd cu g~ :[0; 1] =[0; 1], g7'(x)= (x3 —1) U 1p
1
¢) Aria ornamentului este A= 2-_[g’1 (x)dx=... 22 (M) o, 2p

0 7



