DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
INSPECTORATUL $COLAR ETAPA NATIONALA - 12 aprilie 2013 CONS'I;QS:ZH’E;FI%I;ZEICIASINI

UDETEAN IASI
J I S SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

"'l , 'l CONCURSUL NATIONAL

CLASA A IX-A

1. Vom spune cd numdrul natural n>3are proprietatea (P) daca existd numerele naturale nenule a si k
astfel Tncat:
n =a+(a+1)+(a+2)+...+(a+k).
a) Demonstrati c¢d numdrul 14 are proprietatea (P).

b) Demonstrati cd numarul 16 nu are proprietatea (P) .

22013

c¢) Care dintre numerele 2013 si are proprietatea (P)?

2. Fie functia f:Z —> R, f(x)=10x>—xv/2013 +45. Se cere:

. . 3
a) Determinati ne N cu proprietatea € [n; n+1].

b) Demonstrati cd min f <0, unde min f este cea mai mica valoare f (x),cu xe Z.

c) Demonstrati ca pe graficul functiei f existd un singur punct cu ambele coordonate numere intregi.

3. Fie triunghiul ABC, punctul M interior triunghiului si A", B', C'simetricele punctului M fata de

mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AB.
a) Demonstrati ca pentru orice punct O din planul triunghiului au loc relatiile:

(i) OM +0A'=0B+0C
(ii) AA'=—OA+0B+0C-0M
b) Dacd T este mijlocul segmentului [AA ‘] , demonstrati ca punctele B, T si B' sunt coliniare.

c) Demonstrati ca dreptele AA', BB' si CC' sunt concurente.

4. Un OZN se deplaseaza pe o traiectorie pland parcurgind secundd dupd secunda cite un segment de
dreapta de doud ori mai lung decat n secunda precedenta. Considerand ca in prima secundd OZN-ul a
parcurs doar 10m , se cere:

a) Determinati dupd cate secunde drumul strabdtut de OZN depéseste 10km .

b) Demonstrati ca nu este posibil ca dupd un anumit numar natural de secunde OZN-ul sd ajunga
exact in punctul de plecare.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA A X-A

Fie x, =a"+a™", ne N*, a:2+\/§. Se cere:

a) Calculati x, six,.

b) Demonstrati ci: a° =d4a—la” =4a' -L,a" =4a"" —a"six, =4x,_, —x,_,,

oricare ar fi n >3.

c) Demonstrati ca x, este numdr natural nenul, oricare ar fi ne N*.

d) Demonstrati ca {0{”} =1-a™", oricare ar fi ne N*, unde {x} reprezintd partea fractionard a

numarului real x.

a) Demonstrati inegalitatile:
@) 2-(a2 +b2)2 (a+b)’, oricare ar fi a, be R.

(i1) |a sin x+ b cos x| <<a*+b? ,oricare ar fi x, a, be R.
(iii) (2+sinx—y)" +(y—cosx)’ 23-2v2 , oricare ar fi x, ye R.

b) Rezolvati ecuatia (2+sinx— y)2 +(y—cos x)2 =3-22 , in necunoscutele x, ye R.

Un program de calculator simuleazad o traiectorie, curba Inchisa, de lungime 15 ¢m si pe care doua
mobile pornesc din acelasi punct dar Tn sensuri opuse, respectiv cu legile de deplasare date de functiile
f(x)=x+2"-1 si g(x)=x+log,(x+1), unde variabila x>0 reprezinti momentul masurat in

secunde iar f(x) si g(x) reprezintd distanta parcursd de cele doud mobile de la momentul zero al

simuldrii pana la momentul x>0, masurata in centimetri. Se cere:

a) Calculati f(3) si g(3).

b) Determinati momentul x>0 al primei Intlniri al celor doua mobile.

c¢) Determinati de cite ori se Intilnesc cele doud mobile in primele 7 secunde.
(se considerd ca x =0 nu este moment de Intilnire).

La un concurs de matematica au participat 101 elevi si au avut de rezolvat un subiect format din patru
probleme. Analizand lista rezultatelor, s-a constat cd fiecare dintre cele patru probleme a fost
rezolvata de cel putin 51 de elevi.

a) Demonstrati ca existd un elev care a rezolvat cel putin trei dintre cele patru probleme.

b) Demonstrati cd exista doi elevi, astfel incat fiecare dintre cele patru probleme a fost rezolvata de
cel putin unul dintre ei.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASAAXIA
Fie G multimea matricelor A = (aij)e M, (R), unde ‘%‘ =1, oricare ar fi i, je {1;2;3}.
Se cere:
a) Dacd Ae G, demonstrati ca det A este divizibil prin 4.
b) Daci Ae G si d =det A, demonstrati ci d’ =164 .
¢) Demonstrati ca oricare ar fi d € {—4; 0; 4} existdi Ae G cu detA=d .

d) Determinati numdrul elementelor multimii G .
Un automobil se deplaseaza din orasul lasi spre orasul Roman. Spatiul parcurs de acesta, notat s(t),

t >0, defineste o functie s:[O;tS] — Rcare verificdi pe parcursul deplasarii s(0)=0 si
s(t)—s(ijz?aOt, oricare ar fi r€[0;7], ¢, >0 fiind momentul in care automobilul a ajuns la

destinatie, masurat in ore. Distanta dintre cele doud localitdti se considera de 90 km si se subintelege
ca s este functie continua.

a) Demonstrati ca s(r)— s(%j =60t (1—%) ,oricare arfi t 20 si ne N.

b) Determinati expresia s(¢) a functiei.
¢) Determinati cu ce vitezd medie si in cat timp este strabatutd distanta lasi — Roman. (Reamintim ca
ecuatia vitezei este v:[0;7, | > R, v(r)=+s'(¢)).

a) Fie a >0 si functia f :(—a;a)— (0; +o0) continua pe (—a; a), derivabildain x=0,cu f(0)=1 si

1
f'(0)=k, ke R. Calculati lirr(}[f(x)];-

1

" +2 +..+n" |*
— | , ne N*,

b) Calculati lim[

x=0 n
O lacustd sare din punct in punct pe un plan, raportat la un sistem de axe ortogonale (xOy) si
parcurge astfel un traseu notat M ,M,M,..., unde M, (x,; y,), ke N*, sunt punctele sdriturilor iar

coordonatele acestor puncte verificd x, =1, y =1, x., =3x,+Yy,, Y, =X, +2y,, oricare ar fi

3 1
k € N*. Considerand matricea A = (1 2}, se cere:

= . . Xit1 Xy
a) Verificati egalitatea ( j =A ( j
Yiest Yk

b) Determinati coordonatele punctelor M,, M, si M, .
c¢) Demonstrati cd A" # I, oricare ar fi ne N*

d) Determinati daca exista posibilitatea ca dupd un numar de sarituri lacusta sa ajungd din nou'in M, .

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.
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CLASA A XII-A
1. Calculati:
a) Ixz sinxdx, xe R

1
b) Ixz -sin%dx
-1

w(x-1)

2
—2)-sin——=dx.
c) '([x(x )-sin T

2. Fie polinomul feZ [X ] , f=X’+aX’+bX +c. Demonstrati afirmatiile:
a) Daca f areradacina x, = 2 atunci are si o rddacina intreaga.

f(x)-f ()
x=y

c) Dacd f(2013) si f(2014) sunt numere intregi impare, atunci f nu are radacini rationale.

b) €Z,oricarearfi x, yeZ, x#y.

3. Fie C multimea numerelor complexe cu legea de compozitie xoy=xy+x+y si submultimea

343 3-i3

GCC,G={O, ; }.Secere:

2 2

non

a) Demonstrati ca G este parte stabild a multmii C n raport cu operatia "o" si (G; o) este grup
comutativ.
b) Demonstrati cd functia f:G —> M, f(x)=x+1 este izomorfism de la (G;o) la (M;-), unde

Y ={1; —1+l\/§; —1—1\/5

2 2

} este grupul multiplicativ al rddacinilor de ordin trei ale unitétii.

—3+ix/§

¢) Calculati z,), =zczo..oz,unde z= 5

2013 factori

4. Figura aldturatd reprezintd schema unui ornament arhitectural, reprezentatd grafic pe un reper
cartezian ortogonal prin functia f :[—1; 1]—)[0; 1], f(x)=31- |x| si in care unitatea reperului
semnifica metri. Se cere:

B(0:1)

1 1
a) Justificati afirmatia Jf (x)dx= 2-J.f (x)dx.
-1 0

b) Demonstrati cd functia g:[0; 1] —[0;1], g(x)=f(x)

este bijectivi si determinati expresia functiei inverse, g™ .
A’ (-1:0) [S) A(1:0)  x

c¢) Folosind eventual punctul anterior,
determinati aria ornamentului.

Nota: Timp de lucru 4 ore; Toate subiectele sunt obligatorii; Fiecare subiect este notat cu punctaje de la 0 la 7.



