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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Salariul mediu anual S(n) (exprimat in lei) al unui angajat al unei firme, functie de numarul n

de produse realizate, ne {100, 101, 102, ..., 2000}, se calculeazd dupa formula S(n)= ljl'n ,
-n

unde a si b sunt numere naturale, cel putin egale cu 2013, stabilite in raport cu aptitudinile si
rezpltatele anterioare ale angajatului.
a) In cazul unui angajat pentru care a = 36000 si b = 5000, calculati salariul maxim la care poate
ajunge angajatul respectiv.
b) Consideram doi angajati care pot primi acelasi salariu maxim. Stiind cd a; = 2a,, aratati ca

b, =2b, —2000.

Lucian Dragomir
Solutie
a) Functia $:{100,101,102,...,2000} = R, S(n) = ;"“ este strict crescitoare:

-n
n<m=a-n<a-m si b-n>b—m= S(n)<S(m) (tinem seama si de faptul cad b >2000) ...... 3p
Salariul maxim pe care il poate primi angajatul este S(2000) = 360002000 =240001ei .............. 2p
5000—-2000

b) Din 2000-a; _ 2000-a, , cerinta se obfine IMediat ........ccceveerieriieeiieniiiiere e 2p

b; —2000 b, —2000

2. Dorim sd construim o scard avand forma trapezoidald cu dimensiunile
treptelor din figura alaturata. Se stie ca AjAy= AyAsz =... = A 1A =20 cm,
AA; =AA'=10cmsi AA'=3,4 m.

a) Stabiliti cate trepte are scara.

b) Stabiliti care este numarul minim de scanduri cu lungimea de 3,5 m ce
trebuie cumpdrate pentru a putea construi scara.

c) Care este lungimea totala a materialului nefolosit si care este procentul
pierderii ?

Solutie.

a) Fie n numarul de trepte. Intre doud trepte consecutive avem un segment [A;A;;;] de lungime
209m. AA'=AA +20n -1+ A A'=340=10+20n - 1)+ 10 =0 =17 ccorrvrerrrieeeerrrreennn. 2p
b) In primul rind avem nevoie de doud scanduri pentru marginile SCArii ........ccceeveveveiereenienieeins 1p

Treptele Ty, Ty, ..., T17 au lungimile de 30, 40, 50, ..., 190 cm.
Lungimea treptei T; este (20 + 10 - i) cm,i= 1,17 .
Lungimea totald a materialului necesar pentru a construi treptele va fi de:

17 )
204101) = 20174100 L1870 CIN oo |
2. > p

i=1
Cum 1870 =350 - 5 + 120, rezulta ca sunt necesare cel putin inca 6 scanduri ..........ccoceeeveeereennnee 1p
Arata ca exista cel putin o combinatie astfel Tncét din cele 6 scanduri se pot construi treptele.




De exemplu: T17 + T14 —> 3,5111, T16 + T15 - 3,5111, T13 + T12 + T4 —> 3,5m, T11 + T10 + Tg —> 3,5m,
:F9+T7+T6+T5—>3,5m, Ti+ToH T3 12N oot 1p
In total avem nevoie de 8 scanduri.

c) Avem 8 - 3,5 = 28 m, lungimea totald a scandurilor. S-au pierdut 2 - 0,1 m = 0,2 m (din margini)

2580%:8,93% ........... 1p

si incd 2,3 m. Nu s-au folosit 2,5 m de scandura. Procentul pierderii este

3. a) Dacd M este punct interior triunghiului ABC, demonstrati cd AM + BM < AC + BC.
sin(a+p) y sino.+sinf
sin(x+y) sinx+siny

b) Daca0<x<a,0<y<Psia+p<n demonstrati ca

Solutie.

a) Fie AM n BC = {P}. In ABMP avem BM < BP + PM, iar in AAPC avem ci AP < PC + AC.
Adunand cele doua inegalitati, obtinem CONCIUZIA ..........cccociiiiiiiiiiiiiiiiii e 3p
b) in AABC, notim m(A) = o si m(B) = [; atunci sin(oc+B) = Sin(n—C) =sinC. Analog, Tn AABM
notdim m(MAB) = x si m(MBA) = y; atunci sin(x+y)=sin(T—M)=sinM ......cccccoerrrerrerrerncns Ip
In AABC avem ci Ajppc= acssz = abszlnC , de unde csinB=bsinC; la fel se obtine ca

csinA=asinC. Prin adunare, deducem ca AB(sina+sinf)=(AC+BC)sin(a+p) si, analog,
AB(sinx+siny)=(AM+BM)sin(x+y). Folosind punctul a), obtinem inegalitatea ce trebuia
4 53 10074 1 1 1 - SR 3p
4. Se consideri triunghiul ABC si punctele M € (AB), N € (AC), T € (MN)si D, P € (BC).

Daca (AD) este bisectoarea unghiului A si E = E = m , demonstrati ca:

MB PB TM’

AB+
b+c b+c

obisnuite (BC =a, AB =c, AC=b).
b) AD este paralela cu TP.

a) AD= Z\E, unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului, In notatiile

Sergiu Prisacariu

Solutie.
a) Se foloseste teorema bisectoarei si formula vectorului de pozitie al punctului ce Tmparte un
segment INEr-UN TAPOTT AL ....eiiiuiiiiiiieiie ettt ettt et e et e st e e bt e e sbee et e e sabeeesaees 3p
b) Notim N—C:P—C:mz k si NC = x; atunci @:LE+LTB , ﬁziﬁ si
MB PB TM k+1 k+1 k+1
-1 —
PB = Bl ettt bt sttt et e bt ettt b e b e 1
k+1 P
Din Ne == rezulti ci PN= b-x PC+XPA. Din MB == obtinem ca
NA b-x b b MA ck—-x
— ck—x— TN 1 k
PM = PB+~PA. Cum — = =k, avem PT=——PN+——PM. Inlocuind, deducem ca
ck ck ™ k+1 k+1
Th= X0 iy XK g M) g %
b(k+1) c(k+1) be(k +1)
. — X — . —\ x(b+c) —
Dupa calcule, TP=————(cAC+bAB)= T s 1y AD G ADIIPT Ip
be(k+1) be(k+1)
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CLASA A X-A

1. in raport cu un reper cartezian xOy, consideraim un purice P care sare doar in puncte avind
ambele coordonate Intregi. La o sdriturd, puricele se deplaseazd doar pe verticald sau pe
orizontald. Dupd o sariturd nu este obligatoriu sd schimbe directia de deplasare, dar respecta
urmdtoarea reguld: sare 3 unitdti, apoi 2 unitati, 3 unitati, 2 unitati etc. De exemplu, dacd M se
afla initial in punctul (1,2), la prima mutare ar putea fi in punctul (1,5), iar apoi in (1,7) daca
pastreazd directia, sau in (3,5), daca isi schimba directia.

a) Daca P se afla initial Tn origine, demonstrati cd poate ajunge in punctul (2013, 0).
b) Dacd P se afld initial in origine, demonstrati ca poate ajunge in orice punct cu ambele
coordonate intregi din plan.

Mihai Monea si Steluta Monea

Solutie.
a) Puricele se poate deplasa doar orizontal, astfel: dupa doud sarituri ajunge in punctul (5,0), dupa
patru ajunge in (10,0) si, tot asa, dupd 804 sarituri ajunge in (2010,0). La urmatoarea sariturd va

QUNZE TN (2013,0). ottt ettt et e st e e bt e s e e et e st e e e b e e nbee e 3p
b) Este suficient sa demonstrdm ca, dintr-un punct, poate ajunge in punctele vecine. .................... 1p
Avem drumurile: (0,0) — (3,0) — (1,0), (0,0) — (-3,0) — (-1,0), (0,0) — (0,3) — (0,1) si (0,0) — (0,-3) —
(0,-1), care demonstreaza ca se poate ajunge pe punctele vecine originii si, de aici, concluzia ...... 3p

2. Se considerd numerele complexe u, v si z astfel incat lul = vl = 1 si lu + vl = +/3.
Sa se demonstreze ca:

a) Z-2=|Z2,(V)ZE C.

b) u-v+u-v=1.

c) |u—v|:1.
Solutie.
a) Daciz=x+1"y, x,yeR, atunci ;:x—i-ysi Z‘E:x2+y2 :|Z|2 ............................................. 1p
b) |u+v|2:3@(u+v)(a+;):3<:>u-;+a-V:l ...................................................................... 3p
c) |u—V|2 =(u—V)(E—;)=u-a+v-;—(u-;+a-v)=1@|u—V|: ........................................... 3p

s 2 2
. . sin“x—tg'x T
3. a Demonstrati ca z—gz = tgéx; Vxel| 0,—
cos” X —ctg'x 2
o sin™ x —tg"x T
b) Determinati toate numerele naturale m pentru care m—gm =tg’"x,Vxe|0,=
cos” x —ctg"x 2



Solutie.
a) Demonstreaza egalitatea ..........coueeuieiiiiiiiiieie ettt 2p

2 . . . T 4 . . A .
b) In particular, relatia din enunt are loc si pentru X = 3 Inlocuind si efectudnd calculele, obtinem

ca ((\/g )m —lj(Zm - (\/g )m —lj =0. intrucat m # 0 (altfel s-ar anula numitorul fractiei din enunt),

prima paranteza este nenula. Rdmane ca se anuleaza a doua paranteza. ...........ccocceeveevieneeeieenenne. 3p
. . (" (B 1" (B
Gésim ecuatia exponentiald (Ej +(§j =1.Cum f:R—(0,00),f(m)= (Ej +(§j este o
functie strict descrescitoare, fiind suma a doud functii exponentiale de baze subunitare, f va fi
injectiva. Intrucat f(m) = f(2) = 1, rezulta ca singura solutie a ecuatiei este m = 2. ........ccceeeeeeenenne 2p

4. Karina aruncd de 2012 ori o moneds, iar Andrada aruncd de 2013 ori o monedi. Care este
probabilitatea ca Andrada sa obtind stema de mai multe ori decat Karina?

Solutie.

Notam cu p probabilitatea ca, dupd cele 2012 aruncéari ale Karinei si primele 2012 aruncéri ale
Andradei, cele doua fete s aiba acelasi numar de aparitii ale stemei. In acel moment, probabilitatea
ca Andrada sa aiba mai multe aparitii ale stemei este egala cu probabilitatea de a avea mai putine

e . . R . 1-

aparitii ale stemei, ambele evenimente avand probabilitatea Tp ................................................. 2p
Dupd cea de-a 2013 aruncare, Andrada obtine stema de mai multe ori decat Karina dacd: i) in
primele 2012 aruncari a obtinut de mai multe ori stema, indiferent de rezultatul ultimei aruncari sau
i) in primele 2012 aruncari fetele au obtinut de acelasi numar de ori stema, iar la ultima aruncare
Andrada ObtINe SIEIMA. ......cc.coiiiiiiiiiiiiiic e 3p

Astfel, probabilitatea dorita este I—Tp +% L ettt ettt et s bt s bt et et e et e et e e bt e e aeetenas 2p

1
2
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: . a b L
1. Se considerd multimea G = { dj a,b,c,d sunt numere naturale, prime si dlStll’lCte} .
c

a) Demonstrati ca orice matrice A din G are determinant nenul.
b) Dacd Be G, aridtati cd detB este numar impar dacd si numai daca suma elementelor matricei B

este numar impar.
Mihai Monea si Steluta Monea

Solutie.

a) Fie A= (2 je G . Daca prin absurd, detA = 0, atunci a-d = b-c. Ar rezulta de aici ca a divide
pe b sau pe c, ceea ce este fals (D $1.C SUNL PIIME) .oouveeeuiireiiieiiieiiieeeite e e e eree e 3p
b) Fie B= (2 je G; detB = a-d — b-c este impar < a-d si b-c au paritdti diferite < exact unul
dintre numerele a, b, ¢, d este par (mai exact egal cu 2) < a + b + ¢ + d este numar impar ........... 4p

2. Se considerd functia f : R-R, f(x)= |x2—x|. Determinati punctele de intersectie dintre

graficul functiei f §i asimptota citre —oo la graficul lui f.

Solutie.

Ecuatia asimptotei oblice la Gt spre —eo este y =—x +% ................................................................ 4p

Din |x2 - x| =-X +% obtinem ca |x2 - x| =x%-x +i , cu unica solutie acceptabild x = 5—%
..................................................................................................................................................... 2p

Punctul de intersectie cautat este M (% - g ,g} ........................................................................ Ip



F Y
3. in desenul alaturat sunt evidentiate doua trasee continue: unul BO. 1))- D(1. 1)
parcurs de o furnica F; — F,' si altul parcurs de o raima R; — Ry’ //
. Aratati ca existd doud puncte, F(xg, yr) pe traseul furnicii si R, F|
R(xg, yr) pe traseul rAmei, cu proprietatea Xxg + yp + yr = | + Xp.
Lucian-Georges Ladunca &
Fy )
X
Solutie. o A(LD)
Traseul furnicii intersecteaza prima bisectoare cel putin o datd (teorema de punct fix).
Fie F(xp, yr) un astfel de punct, dECT XE = YF coveerieerrireniie ettt ieeeree sttt et ee e sanees 3p
Traseul urmat de rama intersecteaza cel putin o datd segmentul AB.
Fie R(xgr, yr) un astfel de punct, deci YR = 1 — XR coceerreerrernienieiiieieeeeteeceeeste et 3p
AtUNCi XR + YE+ YR =XR + XF+ 1 = XR = 1 4 XF teiiiiiiieeiie ettt e Ip

2 3

Demonstrati ca matricea K nu se poate scrie ca o suma finitd de matrice din multimea U.

4. Fie multimea U :{Xe M, (R)IX? = X} si matricea K :(

lﬁJ

Solutie

Fie X € U. Demonstram ca trX € {0, 1, 2}.

XeU=X =X

Avem doua cazuri:

i) Daca X este inversabila, atunci prin inmultire cu X' a egalititii precedente, se obtine X = I, =
130, QPSPPSR 2p
ii) Dacd X nu este inversabild, atunci detX = 0. Din teorema Cayley — Hamilton deducem:

X —(trX) - X=0,= X - (trX) - X = 0,.

, (a b] (a b] [0 0] a(l-a—-d)=0
Fie X = ; (I—a—d)- = = = (a+d)[1 - (a+d)] =0 =
c d c d 0 0 d(1-a—d)=0

a+d =tr(X) = 085au @+ d =X =1 oot st 3p
Presupunem prin absurd ca 3 X, Xy, ..., X, € U cu proprietatea K=X; + Xp + ... + X; =
= 4 R 1 0, G T o 1 0, G I S § 0, TP Ip

DartrK =1+ \/g € R\Qsi trX; + trXs + ... + trX,; €N, contradictie .........eeoveveeevererienenienienieen, 1p
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CLASA A XII-A
1. Catalin ofera prietenei sale, de 8 Martie, o brosd de aur in forma de ., 1y B

parabold, ca 1n figura aldturata.
Calculati lungimea acestei brose.

Nota: Daca f:[a,b] >R este o functie derivabila, cu derivata continua,

b X
atunci graficul lui f are lungimea egala cu J., [1+ (f '(x))zdx . E . :
a

Solutie:

Graficul avand forma de parabold, functia cdutatd este de tipul f : [-1, 1] =R, f(x) = ax> + bx + c,

A, D, CEIR, @70 1ttt et e et e ettt e st be e e bbe e teesateesabeeenae s Ip
Din conditiile f(-1) =f(1) =1, f(0) =0 = a=1,D=C =0 cceerriirirriieeeeeee Ip

Avem f: [-1, 1] 5R; f(x) = x%, Vxe[-1, 1].

Lungime brosa: J.«[1+ dX—J\/l+4X dx = 2J.\]1+4x dx = 41‘/ +X2dX o, Ip
I ( j +X dx—l(x‘/xz+l+lln(x+,/x2+lN+C ............................................................. 3p
2 4 4 4

Finalizare L:\/§+%-ln(2+\/§) ................................................................................................... Ip

2. Se considerd multimea A :{a+bi lae (~1;1),be (0,1],a> +b* = 1} :

a) Demonstrati ¢i, oricare ar fi x, y € A, existd un unic ze A cu proprietatea ¢ z* = x-y.
b) Pe multimea A definim operatia "*" prin x * y = z, unde z este unicul numar determinat la
punctul anterior. Demonstrati ca legea "*" este comutativa, dar nu este asociativa.
Mihai Monea si Steluta Monea
Solutie:
a) Observam cd A z{cosoc+isinoc loe (O,Tt)}. Dacd x = cosu + isinu, y = cosv + isinv sunt din A,

. . u+v .. u+v . . . )
se aratd ca z =cos +1sin este unicul element din A cu proprietateaca z" =X - y .......... 3p
b) Justificarea COMULAtIVILATIT ..eoveerveereierieiieeieeiteee ettt st e st s 2p

Un contragxemplu pentri aSOCIALIVITALE .......eeervereiuirerieeriieeriteeesteesieeesiteessseeseseesseesssseesssnesssseesns 2p



1Y
3. a) Calculati [ x-sinxdx .
0

T
b) Demonstrati ca exista te (0,1) astfel Tncat I x'-sin xdx = 92013 .

0
Solutie:
T T , T
a) Jx-sinxdx = Jx-(—cosx) dx = —xcosx|g +Jcosxdx ST e 2p
0 0 0
T
b) Fie f(t):J‘xt -sinxdx; f: [0, 1] - R,
0
F1) =705 £(0) = 2 e sttt ettt Ip
2 2013 QB3 T ettt 1p
1 e70) 1151010t TR PP PP Ip
Proprietatea lui Darboux pentru f asigurd cd 3 te (0, 1) astfel incat f (t) = 02013 oo, 2p

4. Fie @ multimea polinoamelor care au toti coeficientii din multimea {-1, 1} si toate radacinile
reale.

a) Polinomul x° + x* + x + 1 este din @ ?
b) Dacife @, grad f> 2 si are radacinile xi, X, ..., X,, demonstrati ca x12 + x% +...+ xﬁ =3,

¢) Aritati ca orice polinom din multimea & are gradul mai mic sau egal cu 3.
Solutie.

)X + X +x+1=(x+1)(X+i)(x 1), curadicinile -1, i, -i. Asadar X’ + X° +x+ 1 & P .oo...... 2p
2
b) Xi 4+ X3+t X2 = (X F Xy Fot X, ) = 2(XXg + X X3 oot XXy ) =57 =259 coverrrrrrieronnnnen Ip
Dar sje {-1, 1}, s, {-1, 1} si xq, X, ..., X e R = x12 +x%+...+ XIZl S e ———— 1p
2, .2 2
.. . .. X +X5+...+X n
¢) Din inegalitatea mediilor ———2 o> =
n 1 1 1
Sttt
X X2 Xn
2 2 2 1 1 1 2 ® . T
(xl +x2+...+xn) —+—+..+— [2n ;(X-ER ;Vlzl,n) .................................................... Ip
27 .2 2 i
X X2 Xn
Daca, prin absurd, ar exista un polinom din & cu gradul n > 4 si radécinile x4, xa, ..., X, € R, atunci:
2 2
1 1 1 n n~ _16
Sttt 25— SE2 =
Xj X5 X; Xi+Xj+..+x; 3 3
2
1 1 1 1 1 1 16 -
> —+—+.+— | =2 + +..+ > —, contradictie
x| Xy Xp XXy X|X3 Xp1Xp ) 3

X| Xy Xn Sh XXy X1X3 Xn-1%Xq Sh

2 2
deoarece (i+i++ij :(S“—_lj =1si LN zsn_ze{—l;l} ......... 2p



