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1. Deseurile colectate si apoi prelucrate dintr-un oras au scdzut constant, conform graficului
urmadtor, incepand cu anul 2001. Estimati Tn ce an, datoritd masurilor de protectie a mediului,
acestea vor ajunge, dupa prelucrare, la nivelul 0.

tone

deseuri

(1,10)

anul chservat

Lucian Dragomir
Solutie:
Deoarece graficul indica o dreapta, este vorba despre o functie exprimata printr-o expresie de gr. I,
anume [ iR 5 R, f(X) = @X 4 D ooreiiicieece ettt ettt e r e enens 2p
Impunem conditiile: f(2001) = 10 §i f(2010) =4 ..orriiiiee et 2p
Obtinem f(x) :—§x+1344 .......................................................................................................... 2p
Impunem conditia f(x) = 0 si obtinem: anul 2016 ..........cccociiiiiiiiiiiiieee e Ip

2. Se considerd multimile: A={xe R/x*+ax+b—-1=0} si B={xe R/x*+bx +a—1=0},

unde a, be R.

a) Demonstrati ca, daca x si y sunt numere reale astfel incat x +y 2> 0, atunci x>0 sau y >0.
b) Demonstrati ca a’— 4b-1) + b* - 4(a—1) =20, pentru orice numere reale asib .

¢) Demonstrati cd multimea A U B este nevida.

Solutie:

a) Daca, prin absurd, x < 0 si y < 0, atunci x + y <0, ceea ce contrazice ipoteza ...........cceceeeruennne. Ip
UTMEAZA CONCIUZIA ..ottt ettt ettt ettt et e ettt e et e e s bt e eateemteembeesneeeneeenseenseeeneeeneeenee Ip
b) Avem a®—4(b - 1)+ b= 4@ —=1) = (@ =2)"F (0 =2)" 2 0 ereeeeeeeeeeeeeeee et 2p
¢)Dina)sib) rezulti cd a®—4(b —1) 20820 b7 =42 = 1) 20 coreerreereeeeeeeeeeeee e 1p
Rezultd ca multimea A este nevidad sau multimea B este nevida .........c.ccooeceeeieniiieieiiieneeceeeee, 1p

CONCIUZIA ettt ettt et ettt e sttt e s bt e st e e e et esabe e e ebbe e eabeeeabeesabeeesabeeebaeen Ip



3. Si se determine numerele intregi a, b, ¢ stiind cd in aceastd ordine sunt in progresie aritmetica
de ratie 3, iar a®, b%, ¢* sunt in progresie geometricd, nu neaparat in aceasta ordine.

Solutie:

Din ipotezd deducem cAb =a + 3 SIC =+ 0 oooeeeiieieeeee e 1p
Cazul 1. Dacd b” este termenul din mijloc, atunci b?=aC SAU D 2= -4C v 1p
Inlocuind b si ¢ gisim ecuatii in a care NU AU SOIULH ......v.overveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 1p
Cazul 2. Daci ¢” este termenul din mijloc, gasima=-4,b=-1§iC=2 ..coccoocrrerrcerriererreeeernenn. 2p
Cazul 3. Daci a* este termenul din mijloc, gdsima=-2, b=15ic=4 ..o 2p

4. Se considerd trapezul ABCD, cu bazele (AB) si (CD) in care AB = 8, CD = 4, AD = 6,
m(A) =60, iar punctul E este mijlocul laturii AD.

1) Sa se determine lungimea diagonalei BD.
2) Calculati marimea vectorului BE+BC.

Solutie:

2) BD*= AB”+ AD? = 2AB - AD - COSA orvmeieoeeeeeeeeeeeeee e eeeee e es e ee s 2p

BD 2013 oot 1p
_— ] — —

D) BE=—[BAFBD) oot 1
) BE=—( ) P

ﬁé:ﬁﬁ—%-ﬁ& .......................................................................................................................... Ip
R

Obtinem v:E-BD ....................................................................................................................... Ip

Concluzia M 2 3VIB e Ip
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n . #
,unde A>1, x,y>liar m,ne R .

1. a) Si se verifice egalitatea = +
log, .A log A log A
Xy X y

b) Dacaa=log,, N sib=log,, N, sd se exprime log, N si log, N in functie de a si b.

Solutie:
a) Aduce la baza A scriind :
;—lo x"+1lo " =nlog, x+mlo -, m 3p
logxn,ym N N g,y SN 2.y log, A Tog, A
b) Folosind relatia anterioard putem scrie:
11 1 2 o112 N 1
a log .N log,N log,N ' b log, N log,N log,N
Prin adunare l+l =3 ! + ,lar log, N = ﬂ,log2 N= A 4p
a log, N log,N ) 2b—a 2a-b

2. Pentru un triunghi ABC se cunosc: coordonatele unui varf A(9, -9), ale centrului de greutate
G(2, 0) si ale mijlocului unei laturi N(-3, -3).
a) Demonstrati cd punctele A, G, N nu sunt coliniare.
b) Determinati coordonatele varfului triunghiului coliniar cu A §i N .
¢) Determinati ecuatia laturii BC.

Solutie:

a) Obtine m,; = —%, Mgy =§’ deci punctele A, G, N nu sunt coliniare ............ccccoecvvirinnnunnnne. 3p

b) Fie B varful triunghiului coliniar cu A si N. Atunci N este mijlocul segmentului AB, ceea ce
9+ x4

conduce la -3 = = Xz =—15 iar —3:_9%: yg =3.0btine B(-15,3) ..o 2p

c) Fie C cel de-al treilea varf al triunghiului. Folosind coordonatele centrului de greutate, obtinem

_15+39+xC s xo =12 far 0= —9+2+yc
Obtine ecuatia (BC): X — Oy + 42 =0 ittt Ip

2=



3. Pentru a inveseli atmosfera cei patru colegi de birou au hotirat sa organizeze o tombold cu
ocazia Craciunului. Astfel fiecare a adus cite un cadou, cadourile au fost numerotate cu
numere de la 1 la 4, iar prin extragerea unuia dintre cele patru biletele pe care erau scrise
numerele de la 1 la4 saisi aleagd cadoul numerotat cu respectivul numar.

a) In cate moduri se pot numerota cele patru cadouri ?
b) In cate dintre situatiile posibile nici o persoand nu primeste cadoul cumparat de ea ?

Solutie:

Fiind patru cadouri vom avea 4! = 24 moduri de a le numerota, deoarece ordinea conteaza .......... 3p
Pentru a fixa lucrurile consideram A, B, C respectiv D cele patru persoane si admitem ca A a adus
cadoul numerotat cu 1, B a adus cadoul numerotat cu 2, C a adus cadoul numerotat cu 3, iar D a
adus cadoul numerotat cu 4. Numérdm cate permutari fard puncte fixe putem construi (A#1, B#2,
B, D) e et e et e e e e e e e et ————aaaeeeea e —a—aaaaeeeeaaaaes Ip
Permutirile (2,3,4,1),(2,1,4,3),(2,4,1,3)au pe primul loc pe 2 si verifica cerinta ....................... 2p

Vor fi tot cite trei permutari cu 3 si respectiv 4 pe primul loc, deci un numar de 9 permutari
VETITICA COTINMEA ...eeiuiiiiiiiiie ittt ettt sa et e et te st e e eabe e e sbbe e s beeemeeeeabeeesabeens Ip

4. Se considerd functia f:C—=C, f(x)= (1+ x)n ,neN
a) Calculati f (i) +f (—1).
b) Demonstrati cd daca existd ze C astfel incat | f,,,(z) =l f,,;(~z) |, atunci ze i-R .
¢) Determinati ne N stiind ¢ (C0 —C2 +C! —C¢ +..) +(CL - C} +C —C7 +..) =1024,

calculand eventual f (i)-f (-1).

Solutie:

ObLINe f(1) = =8l .cuiiiiiiiiiiiiic s 2p
fo(—1) =81, iarsuma f, (1) + 1 (—1) =0 oo Ip
Fie z=a+bi, a,beR.Dinrelatia [f,;(z) = f,),(-2z)| deduce |1+ zl=1-z| ....ccceooeueiinninn Ip
Finalizare : \/(l+a)2 +b? :\/(l—a)2 407 ©a=0,Z=1DE TR oo, 1Ip
Obtine f, (i) =(1+i)" = (C) = C2+C: = CS +..)+1-(CL =CL +C3 =CL +..) wovrrmrrrrrirnecrriisneeriinnns 1p



CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA FACULTATEA
INSP%%%%I;%XELI E;OLAR 12 aprilie 2013 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL
Filiera tehnologica : profil tehnic

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XIT-A

1. Spunem ca matricca Ae M,(R) se numeste perturbata daci are exact patru elemente egale

cu 0 care formeaza un minor de ordinul al doilea construit cu liniile 1 si 2 ale matricei, iar
celelalte elemente sunt diferite intre ele.

a) Dati exemplu de o matrice perturbata.

b ) Sa se demonstreze ca orice matrice perturbatd nu este inversabila.

c) Cate matrice perturbate avand restul elementelor cifre se pot construi ?

Solutie:
0 0 1

Un exemplu este matricea A = 0 0 2 | toooeeriiieriieeiiie ettt eetee e sbe e e sabe e ssaeesseesnneesanees Ip
5 43

O matrice perturbatd poate fi numai una dintre urmatoarele :
0 0 a)(0O x OY(m O O
0 0 b,J]O y O0[|n O 0], unde variabilele sunt numere reale ...........cc..cccceereeerreerneennnen. 3p
e d cJlt z u)Jlp qr

Se verifica, 1n fiecare caz, ca determinantul este nul, deci matricea nu este inversabila ................. Ip
Nota: Verificarea cerintei pentru un singur tip de matrice se va puncta cu 2 puncte

Elementele nenule pot fi alese in A) =9:8-7-6-5=15120 MOAUIT +....evvvrvreerrieererrieeereneireeeeeenns Ip

Se obtine ca un numdr de 3- A = 45360 matrice VErifici CErNLA .....oveverrvierrrieeeieereinereeseeeeeeens 1p

2. Dacid A, Be My(R) definim matricea D(A,B)=A-B—B-A
a) Verificati D(A,A)=D(A,L,)

b) Demonstrati cd existd x,y, z € R astfel incat D(A,B) = (X Y j
z

c¢) Demonstrati ci D’(A,B) este de forma o-1,, unde ae R.

Solutie:
Obtine D(A,A) =0, $1 D(A,L)) =0, ottt 2p

a b)) . m n
Alegand A:{ j si B:[ j
c d P q

am+bp an+b
p qj B

) am+cn mb+dn
obtinem AB=

cm+dp cn+dq pa+cq pb+dq
Pentru x =bp—cn , y=n(a—d)+b(q—m) siz= c(m—q)+p(d—a) rezultd cerinta ................. 2p

Pentru D(A,B) gasit anterior identificd oo =x’+y-z astfel ¢ D*(A,B)=0-1, .oocvevrrrerrrreecnnne. 2p



sin x

3. Se considerd functiile f,g: [O,gj >R, f(x)= iar g(Xx)=x-cosXx —sinx.
a) Verificati relatia x2 £/ (x)= g(x), pentru orice xe (O,gj.

b) Demonstrati cd g(x) <0, pentru orice xe (O,gj.

. . 2 o : .
c) Deduceti relatia sinl>—, utilizdnd eventual monotonia functiei f.

T
Solutie:
Obtine f'(x) = g)(:;) , pentru orice xe (O,gj, de unde rezultd cerinfa ........ccccoeevveeevieneeneennenn 2p
ODENE @'(X) = =X *SIM X tvrteteteteteteteiesiesese sttt etetesetetesesessses et ee s s s e s sesesese e e s esesesesesesesesesesesessasnees Ip
Pentru xe (O,gj deduce ca g’'(x) <0, deci functia g este strict descrescatoare ................oceeeee.. Ip

, . . . - T < <
Finalizare: Deoarece functia g este strict descrescdtoare pentru xe (O,Ej rezultd ca g(x)<0,

pentru orice xe (O,gj ..................................................................................................................... 1p
/ g(X) : . i « v of . .
Deoarece f'(x) ==~ iar g(x) <0, pentru orice xe& O,E rezultd cd f'(x) <0, deci functia f este
X
. . . I
strict descrescatoare pentru orice Xe (O,Ej .................................................................................. 1p
Folosind monotonia functiei f rezultd ca f(1) >f (gj & sinl > 2 e Ip
i

4. O companie aviaticd are in dotare 20 de aeronave. Dupd frecventa cu care se efectueazd
zborurile spre o destinatie, compania are destinatiile impdrtite astfel: destinatii spre care zboara
zilnic, destinatii spre care zboard odatd la doud zile si destinatii spre care zboara odata la trei
zile. Stiind ca luni au avut loc 20 de plecari, In primele trei zile au avut loc 46 de zboruri, iar
numarul aeronavelor care executd curse zilnice este egal cu numdrul aeronavelor care executa
curse cu celelalte frecvente la un loc, se cere:

a) Cate aeronave executa zboruri zilnic ?
b) Cate aeronave executa un zbor la trei zile ?

Solutie:

Notdm cu x numarul aeronavelor care zboara zilnic, cu y numarul aeronavelor care zboard odata la

douad zile si cu z numarul aeronavelor care zboara odata la trei zile. Scrie relatiile :

KA Y F Z 2 20 ettt et ettt e e bt e et e e bt e e sttt e ebte e e beeeaeeas 2p
X=Y+Z51deduce C8 X = 10 ..o e e 2p
BX A 2Y F Z =40 ettt h e e sttt et esb et e sttt e bte e s beeeateas 1p

ODEINE: Z = 4 ettt et ettt h e st e e at e e s bt e sh bt e e b et e ae e sabe e e eab e e bt e e tee e 2p
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1. Se considerd polinomul f=X*+a-X+be Z[X]

A

A4 A A A
a) Verificati relatia ¢+ =1, pentru orice te Z.,t#0.

b) Cate polinoame de forma anterioara exista ?

A

¢) Demonstrati cd pentru b =1 polinomul f este reductibil in Z, [X], oricare ar fi ae Ly .

Solutie:

A A A A A ~4 A
a) Pentru te {1,2,3,4} , se verificd prin calcul relatia # =1 ..coccooiiiiiiiiii e, 2p
b) Deoarece eAl,lA)e Zs, ele iau cate 5 valori, deci vor exista 25 de polinoame ............cccceeveviennenne. 2p

c) Exemplifica pentru fiecare situatie ca polinomul este reductibil, astfel :
Daci a=0, polinomul se scrie astfelf = (X2 +.3>)(X2 + ﬁ)

Dacd a =1 , polinomul se scrie astfel f = (X3 +3X% +4X + 3) (X + Q)

Daci a=2, polinomul se scrie astfel f = (X3 +AX2+X +i)(X+i)

A

Daci a =3, polinomul se scrie astfel f = (X3 +X*+X +21)(X +21)

Dacd a =4 , polinomul se scrie astfel f = (X3 +2X° +21X+§)(X+§>) ......................................... 3p
1

¥
2. Fie f,:R—>R.f,(x)=——.ne N iar I, = [ £,x0dx.
€ 0

a) Verificati egalitatea 3f . (x)=1f, (3x), pentru orice numar natural nenul n.
b) Calculati I;.

c¢) Demonstratica I, :é-ln , utilizand relatia de la punctul (a).

Solutie:
. e« 3x X
a) Se obtine cu usurinta cd f (3x) =———=3-—7==3-F ,(X) ceervi 2p
e e
1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 -3x \[3 3 -3x \|3 -3x \|3
b) [ :jfl(x)dxzj%dx:IX‘G_“dx:x.(e ] +lje ”‘dx:x-(e J +(e J :l-(l—gj
0 0 © 0 -3 0 39 -3 0 -9 0 9 ¢
........................................................................................................................................................... 2p
! e
) L, =1, (x)dx = J3M1 £ (BX)AX ottt 1p
1
A 1% 1
Notand t = 3x, deducem I _, Y J. f (Ddt =§-In ........................................................................... 2p
0



3. Se considerd inelul comutativ (Z,,,+,").

a) Aflati suma elementelor nenule ale multimii Z,,.

123
b) Elementele nenule ale multimii Z ,se organizeaza in urmatorul tablou patratic 45 6|
7 8 9

Din tablou se scot 3 elemente, cite unul de pe fiecare linie §i coloand. Determinati suma
elementelor ramase in tablou .

Solutie:
®S=i+§+§+m+§:§ ............................................................................................................... 2p

b) Gandind tabloul ca avand forma §+a §+b §+c cua= i, b= Q ,C= 3 suma elementelor
6+a 6+b 6+c
scoase dupa regula data va fi B OFATDFCTS oo 3p

Suma elementelor rdmase va fi egala cu D oo 2p

4. Un grup de prieteni, n fete si 4 bdieti, au iesit la iarbd verde. Au disputat cite o partida de
badminton, fiecare cu fiecare, iar in urma confruntarilor fetele au castigat de doud ori in fata
baietilor. Stiind ca raportul dintre numadrul total al victoriilor fetelor si numarul total al

) .. .. . 5
victoriilor baietilor este de _6 , S€ cere:

a) Cate partide au disputat baietii ?
b) Cate fete erau in grup ?

Solutie:

a) Baietii au disputat 4n partide cu fetele si inca 6 partide intre ei, in total 4n + 6 partide .............. 2p

b) Fetele au castigat C. = @ partide disputate intre ele $1InCa 2 ....occeevieriiriiieneiniineeee, 2p

Baietii au castigat 6 + 4n — 2 PATtIAE ....ccceeevieeriiiiiiiieeie ettt 1p
n(n—1) 49

Din relatia —2 - 16’ ObtINEM N =3 ..o 2p

4n+4



