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CLASA A IX-A

1. O scari rulantd de 100 m lungime avanseazi cu viteza de 2 m/s. Doi copii pleacd de la fiecare
dintre capetele scarii cu viteza de 2,5 m/s. La ce distanta fatd de capatul cel mai apropiat al
scdrii se vor ntalni?

(Reamintim ca S = v - t; spatiul parcurs = viteza - timpul).

Solutie:

Desen:

............................................................................. Ip
vi=2m/s+2,5m/s =45 m/s; vi= 2,5 mM/S — 2 /S = 0,5 TN/S weveeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p
Fie t momentul intilnirii (In secunde):

S = A5 181 S0 = 0,5 b et e e e et ae e e ee e e e eetaeaeenans 2p
45t+0,5t=100, rezultda t =20, S; =90 M §1 Sp = 10 Ml eeeiviviiiieiiiieieeee e 1p
Se vor intalni la 10 m fata de capatul final al scarii rulante .............cocevviirviinnniiiiiiieecceeee, Ip
2. Se consideri functia de gradul al II-lea f : R — R, f(x) = mx> — 2(m—-3)X + m + 3, me R".

a) Determinati me R" astfel incat graficul functiei sa nu intersecteze axa Ox.

b) Determinati me R" astfel incat functia sa fie strict crescatoare pe intervalul [-2, +00).

¢) Determinati me R astfel incat x; +x2 —2x,x, =0,

unde X §i Xz, sunt radacinile ecuatiei f(x) = 0.
Solutie:
a) Impunem conditia Y = f(X) 7 0 ..eoeeiiiiiiie et 1p
Estenecesarca A =-36m +36=—36 (M — 1) <O .oeerriiriiiiiiiiiieeee e e 1p
REZUILA TN € (1, 400) 1.niiiieiieee ettt ettt e e eee e e e e e e e eeettaaeeeeeeeeeetsssreaeeeeeeesatasreaeeeeeenanns 1p

. . b m-3
b) Impune conditiile m >0 §i —= L et ettt e 1p
2a m

ReZUILA N € (0, 1] e et e e e e e e e e e e e e e e aeeeeeeeeeannreeeeas Ip
c) xf+x§—2x1x2:0<:>(x1—xz)2=0:>x1=xz:>A=0 ............................................................. 1p

A=-36(M—=1)=0,1ZUItA M = 1 .ccooeiriiiiiieeiiee et e e e et e e e e are e e eearreeeean Ip



3. Patru persoane P;, P, P3;, P4 se afld la intrarea unui tunel intunecos prin care nu pot trece
simultan decat doua persoane. P, P», P3, P4 traverseazd tunelul in 1, 2, 5, respectiv 10 minute.
Acestea dispun de o tortd care arde doar 17 minute. Pot traversa cele patru persoane tunelul?
Justificati raspunsul.

Solutie:

Prima data traverseaza tunelul persoanele P si Py, P; intorcandu-se cu torta .........cooceeveeeieecenee. Ip
AUIECUL 2 4 1 = 3 IMINULE ..eeiiiiiiiiie ettt ettt et e et e st e e bt e e sbee et e e sabeeesaeee Ip
A doua oard traverseaza tunelul persoanele Ps si P4, P, Tntorcandu-se cu torta .......cccceeveeeveennennne. 2p
Au trecut INCA 10 4+ 2 = 12 MINULS ..veeeiiieeiiieeie e eetee et et e e tee et ee et e esabeessbeeassbaessneeesnseeessseesnses Ip
Apoi P si P; traverseaza din nou tunelul In 2 mMinute .........ccceevvieriiieeniieeiiiieniee e Ip
Asadar, cele patru persoane pot traversa tunelul ...........cooveiiieiieniiiiienieneee e Ip

4. Fie triunghiul ABC cu a=BA si b=BC. Pe laturile AB, AC si BC se considera punctele M,
N, P astfel incat MB = —3MA ; 3NC =—-2NA si 9PC = 2PB
a) Sa se exprime BN in functie de a s b.
b) Sa se exprime BN in functie de BMsi BP .
c¢) Sa se arate ca punctele M, N, P sunt coliniare.

Solutie:
a) Desen A
M
B
- D 1p
Exprima ﬁ:ga_,_ég ................................................................................................................... Ip
5 5
oo 3 — O
b) Exprimd BM :Za si BP:7b .................................................................................................. 1p
< = 8 == 7=
Gaseste BN =-—BM+-——BP ..o Ip
15 15
¢) Calculeaza MN :—l5+25 ................................................................................................... 1p
20 20
Calculeaza ﬁ’:—££+ﬁ5 ......................................................................................................... 1p
35 35

Arati ci MN = %ﬁ’ , T€ZUILA M, N, P COINMIATE ....ovvviviiiiiiiiiiiiiiieiiiieeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeaeaens Ip
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1. Se considera dreapta (d) de ecuatie: 5x — 12y + 32 = 0 si punctele A(1, -1) si B(5, -3).
Aflati coordonatele punctului M egal departat de A si B si situat la distanta 4 fatd de dreapta (d).

Solutie:
Desenul:
d
C
A B
M
G ettt e et ee e et e e e eaaaaes Ip
MA = MB, rezulta M apartine mediatoarei segmentului AB ...........cccoooiiiiiiiiiiiiiiieee e 1p
Scrie ecuatia Mediatoarel ¥ = 2X — 8 ..ueiviieiierieeie ettt sttt ettt st s e e s Ip
Alege un punct M de pe mediatoare M(@, 22 — 8) ..occveevriiieriiieeiiieeieeeeie ettt Ip
Calculeaza distanta de la M la dreapta d folosind formula ..............ccooeiiiiiiniie Ip
Rezolvad ecuatia d(M, d) =4 ..ottt sttt bt st et e ens 1p
Gaseste coordonatele punctelor M;(4, 0) si M, (%%J ........................................................... Ip

2. Un credit de 10000 de lei este imprumutat pe termen de 2 ani in regim de dobanda compusa cu
rata dobanzii de 10%. Care este rata dobanzii pe principiul dobanzii simple care aduce aceeasi
dobanda in acelasi interval de timp?

Solutie:
Calculeaza capitalul dupa 2 ani cu dobanda compusa de 10 % :
2
S, =S- 1+£ :s-ﬁzloooo-ﬁzmoo L1 e 2p
100 100 100
Calculeaza suma obtinuta din dobanda 1n 2 ani: 12100 — 10000 = 2100 1ei .....ccoveeeecieiieieenne Ip
Scrie formula capitalului dupa 2 ani in dobanda simpla:
S, =5+2- -4 .S 210000+ 210000~ =10000+200d .o 2p
100 100

Stabileste relatia D = 200 - d, unde D = dobanda, iar d = rata dobanzii simple, 2100 =200 - d ..... 1p
Calculeaza rata dobanzii simple d = 10,5 ...coooiiiiiiiii e e 1p



3. Din 9 barbati si 6 femei se formeazi o delegatie alcituita din 5 persoane. In cite moduri diferite
se poate forma aceasta delegatie, astfel incét ea sa contina:
a) 2 femei
b) 2 barbati si 3 femei
¢) cel putin 3 femei?

Solutie:

a) Determind C; -C; =1260 de moduri in care poate fi formatd delegatia ............ccoeevvrreererirrennne. 2p
b) Determind C; -C, =720 de moduri in care poate fi formatd delegatia .............cccererrrrrrrrrrrrense. 2p
c) Stabileste numarul minim de femei 3, Maxim 5 .....cooieiiiiiiiiii e 1p
Determind C; - C 4+ Cy - Cg 4 C) - Cg =861 ot siee et sssessesisesenes 2p

4. a) Demonstrati cd pentru orice numere reale pozitive a si b are loc inegalitatea:

a;b S (\/ﬁ)lgaﬂgb

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: x> +6x +~/x” +6x =20
Solutie:
a) lga+lgb=1g(ab)

lg(ab)

(VI0) ™ 105 e Ip
Deduce echivalenta a ; b 2 VD oot s oo s Ip
Demonstreaza inegalitatea atb 2 VAD oot Ip
b) Conditia de existentd x> +6x 20 => X € (—00,6]U[0,00) ..vurrrerierrerieririierireineiesreree e, Ip
Noteazd Vx> +6x =a,a>0

Rezolva ecuatia a?+a-20=0=> A1 =4 S1 80 = =5 e 1p
Stabileste a = 4 §i 1€Z0l1VA ecUAtia VX  +6X =4 .o.ovovveiieieieeeeeee e 1p

Determina solutiile x; = —8 si X, = 2apartindnd domeniului de existenta ...........ccceceerveeeveeneeneennne. 1p
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1. Intr-o regiune a tarii a fost masurati inaltimea barbatilor pentru un esantion de 200 de persoane,
datele fiind cuprinse in tabelul urmator:

Clasa [160,170) | [170,175) | [175,180) | [180,185) | [185,190) | [190,195) | [195,205)
Frecventa 35 31 43 35 27 17 12

a) Reprezentati datele printr-o histograma.
b) Calculati media si dispersia datelor de mai sus.

Solutie:
a) RePrezentare GrafiCa ..........coocviiiiuiiiiiieeiie ettt et e etee et ee st e e s abeeebte et aeenreesarees 2p
b) m:ﬁ(%-165+31-172,5+...+12-200):179,38cm ............................................................ 3p
1 2
2
LD TH . S 1+ 1 ISR STRUPRRPRN
oSk (x—m)
2p

2. Consideram un graf complet cu 90 de varfuri.
a) Aflati numarul muchiilor grafului.
b) Care este numarul minim de muchii ce trebuie eliminate astfel incat graful sa devind eulerian.

a) Numarul de muchii este CSO = &289 S 4005 i 2p
b) Un graf conex este eulerian daca si numai daca d(v) este numar par, VVE V ....ccoccvvevvieercnennnn. 2p
d(v) =89, Vve V= trebuie eliminate minim 9—20 A5 MUCHITL e 3p

3. Vasile este bookmaker. La un meci de fotbal intre echipele Ungariei si Romaniei sansele pentru
o victori a Ungariei au fost estimate statistic la 50%, iar pentru o victorie a Romaniei de 20%.
Daca Vasile doreste un joc cinstit pentru clientii casei de pariuri, care ar trebui sd fie cotele
corecte pariurilor ?

(joc cinstit = joc 1n care media profitului este 0, cotda "a — b" = la b unitati monetare pariate se
castigd a unitdti peste ce a pariat)

Solutie:
Cote sunt: "x — 1" — victorie Ungaria; "y — 1" — victorie Roménia; "z — 1" —meci egal ................. 1p



Victorie Ungaria:

Castiga x cu probabilitate 0,5, pierd 1 (-1) cu probabilitate 0,5, m =0,5x + 0,5- (-1) =0 =>x=1=
cota (1 — 1) (pariez 1 leu si primesc Tn caz de castig 1 + 1 =2 1€1) .oocevviieeniiiiiiiiiniieieeeee 2p
Victorie Roménia:

y -1
,M=0,2y + 0,8 (-1) =0,y =4, cota (4 — 1) ceovvrreiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee 2
(0’2 0,8] y -1 y ( ) p

Meci egal:

z -l 0.3y +07-(1)=0, 2= cota [ L—1 2
,m=0, (1) =0, 2=, 0000 | — =1 | tooeeeeeeeeeee e,
0.3 0.7 Y 3 3 P

4. Se considerd graful orientat din figura aldturatd. Si se afle dacd existd drum hamiltonian si in
caz afirmativ sa se indice acest drum.

Solutie:

Matricea conexiunii totale este:
D X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 0 0 0 0 0 0
X2 1 0 0 0 0 1
X3 1 1 0 0 0 1
X4 1 1 1 0 1 1
X5 1 1 1 0 0 1
Xg 1 0 0 0 0 0

Pe diagonala principald avem doar zerouri si deci graful nu are circuite.
Folosim teorema lui CHEN: Dacd un graf fard circuite are n varfuri atunci el contine un drum

o . ) 5 . . . ) n(n-1

hamiltonian dacd si numai dacd matricea conexiunii totale asociatd continue exact M
ElEMENTE NEMUIE ...o..eiiiiiiie ettt ettt e st e bt e st e e sabe e e sbte e s beeeaeees Ip
In cazul nostru avem intr-adevdr C; =15 elemente Neutre N MALICE .......cv.vvererreerererrresrenrereennnnns Ip

Virfurile ce intra in drumul hamiltonian sunt date de ordinea descrescatoare a "puterilor" de
atingere a aCeStOra CItIte P& LINIT .evvvverriireriieeiiie ettt ettt et s e et esbe e e sabe e sbaeenreesnneeesans Ip
Din matrice, citim drumul hamiltonian: L = (X4, X5, X3, X2, X6y X1) veerreeerveereesuesreeenseeseesseesseessseens 2p
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010
1. Fie matricca A={ 0 0 1 |siecuatia X = A, unde X este o matrice patratici de ordinul 3, cu
0 00

elemente numere reale.
a) Demonstrati ca AX = XA.

a b c
b) Demonstrati cd existd numerele reale a, b, c astfel Incit X={0 a b
0 0 a
c) Demonstrati ca ecuatia X*=A nuare solutii.
Solutie:
a) X*=X3 X =AX 51 X* =X XZ= XA, deci AX = XA oo 2p
a b ¢ a b ¢
b)Dacd X=|d e f|,dina)seobtine: X=[0 a b | . 2p
g h 1 0 0 a
a b c a® 3a’b 3a’c+3ab’
¢) Conform a),b) X={0 a b |, atunci xX*=[0 a° 322D | e 1p
0 0 a 0 0 as
deci a® =0, 302D =1, 382C+3D7 = 0 cooooreveoeeeeeeeeeee e 1p
TEZUILA CONCIUZIA ..veeiviiieiiiieeiie ettt et ettt e e sttt e e bte et ee s bt e e sabeeessbeasssaeennseesaseeensreennses Ip

2. Fie A o matrice patraticdi de ordinul 3, cu elemente numere fintregi, simetricd ( ag=ay,

Vi,j=1,3). Demonstrati cd, dacd elementele de pe diagonala principalad sunt egale, iar suma

elementelor fiecdrei linii este a, atunci 4a-det(A)este numar Intreg patrat perfect.

Solutie:
Xy z
Alege A=] Y X U [E M (Z) coooiee e 2p
Z u X
X+y+z=a
Din enunt aVeIM: § X4 ¥ U S @  eoeiiiiiiiiiiieeieerie ettt sttt ettt ettt b e s st s e e es Ip
X+z+u=a

DEAUCEM: ¥ = Z = U ettt et et sttt b e e st et e s 1p



Xy y X+2y yy Ly vy Ly y
A=y x y|=>det(A)=[x+2y x y/=(x+2y)1 x y/=(x+2y)0 x-y 0 |=

y y X Xx+2y y X 1y x 1 0 x-y
=(x+2y)(x—y)2 ............................................................................................................................. 2p
Dar X + 2y =a => 4a-det(A)= 427X = ¥)7 wooorrrerieereiesiiesees st Ip

3. Fie legea de compozitie “o” definitd prin: xoy=xy—3x—3y+12, unde x, y sunt numere
intregi.
a) Demonstrati cd legea “o” este asociativa.

[T3l]

b) Demonstrati cd legea “o” este comutativa.

c) Demonstrati ca legea “o” admite element neutru si gasiti elementele inversabile.

d) Pe tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 2013. Consideram doud numere dintre acestea. Le
stergem si in locul lor punem rezultatul compunerii lor prin legea “o”. Continudm procedeul

pana raméne un singur numdr scris pe tabla. Care este acest numar?

Solutie:

) VerifiC aSOCIALIVILALEA .. ....eeeoueeieetieiieeie et et et teeete et et et et e et e et e ess e e eseeeateembeenseesneesneeenneenseas 2p
b) Verifica COMULALIVILALEA .....eeueeiuieeiietieitieetie ettt ettt et et eeate e te et et e sateeseesseesaeesneeenseenseens 1p
¢) Determind elementul NEULTU: 4 .........ooouiiiiiiiieieee ettt ettt ettt seeeeeeeeaee e essee e Ip
Gaseste elementele iNVErsabile: 2 ST 4 ......ooiiiiieiiieiieee e et 1p
d) Aratd cd numarul ramas pe tabla €Ste 3 ......cccciiiiiiiiii s 2p

4. Un magazin alimentar vinde produsele A, B, C. La sfarsitul fiecdrei zile se face bilantul
vanzarilor din acea zi. In prima zi se vand 18 buciti din produsul A, 13 din produsul B si 11 din
produsul C. A doua zi se vand 8 bucéti din produsul A, 11 din produsul B, 6 din produsul C. A
treia zi se vand 19 bucati din produsul A, 7 din produsul B si 2 din produsul C. Incasarile din
cele trei zile sunt: 705 u.m. Tn prima zi, 425 u.m. a doua zi si 355 u.m. a treia zi.

a) Aflati valoarea fiecarui produs exprimata in unitdti monetare.

b) Daca 1n prima zi s-au inregistrat 4 pierderi din produsul B, a doua zi 7 pierderi din produsul
C, iar a treia zi cate 4 pierderi din produsele A si B, care este procentul pierderilor din totalul
vanzarilor 1n cele trei zile?

Solutie:
a) Notam: 1 unitate (bucata) din produsul A costd X u.m.
1 unitate (bucatd) din produsul B costa x u.m.
1 unitate (bucatd) din produsul C COStA X UM, ..eoeoiiiiieiieiieeeeieerce e 1p

Obtine sistemul:
18x+13y+11z =705

X A L Ly 0Z =425 ettt et ettt et e et e et e e teenaeeenaeeneeea 2p
19x+7y+2z =355
x=10
GASESLE: Y = 1S ittt ettt ettt h e st st et e et 2p
z=30
b) Pierderi: 4X + 8Y 4 7Z = 370 UM, coveiiiiiiiiie ettt et st Ip
Procentul pierderilor este 370050 G0 = 24,0T0 e e e Ip



