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Filiera Teoretica : profilul Real - Stiinte ale Naturii
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
Clasa a XII -a
Problema 1. O clepsidra are sectiunea axiala din Figura 1. Ea se obtine prin rotirea graficului functiei

f:[0,m] = R, f(x) = cosx in jurul axei (Ox). Determinati volumul maxim al nisipului din clepsidra, astfel
incét acesta sa se poata scurge complet dintr-o parte in alta, atunci cand clepsidra este intoarsa vertical.
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Problema 2. Se considera inelul (Zs, +,7) si functia f: Zg - Zs, f(x) = x> +2 - x> +4-x + 3.
a) Stabiliti tabla adunarii, respectiv tabla inmultirii in Zs.
b) Calculati £(0),£(1),7(2),f(3), fF(®). i ) i
¢) Descompuneti in factori ireductibili peste Zs polinomul p(x) = x3 +2-x2 +4 - x + 3.
d) Demonstrati ca f nu este surjectiva.
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b) f(0)=3; F(1)=0; f(2)=2; f(3)=0; f(4)=0. cdp
Op(x)=((x3+x)+x*+x)+3- (x+1) (x i) (x +x+3) (x+1)(x +6 x+8)—
—(x+1)(x+2)(x+4) PPN o

Sau. p(x) = (x — 3)(x — 1)(x + 1)
d) Im f = {0,2,3} = £ nu ia nici una dintre valorile 1 sau 4. Asadar, avem cel putin un element in x € Zs,
astfel incat f(x) = 1si f(x) # 4.
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Sau. Im f nu contine 5 elemente = f nu este surjectie.

Problema 3. Pe multimea G = (—2,2) definim legea de compozitie *: GXG — G, data prin
X*y = ii—z),(v)x,y €EG.

a) Demonstrati ca (G,*) este un grup comutativ.

b) Pentru orice t € G definim functia f:G > R, f(¢) = [,

la grupul (G,*) la grupul (R, +).
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a) Demonstreaza ca legea * este corect definita.
x+2>0
y+2>0 _ 4(x+y) _
), x,yeG= r—2<QX*VE (-2,2) (:)_4+xy € (—2,2).
y—2<0
4(x+y) > _92
cpe o ciel- 4+xy
Justificd inegalitatile ) _ 2Ap
4+xy
Comutativitatea este evidenta.
Asociativitatea.
4(x+y+z)+
(x*y)*Z=%=x*(y*z),(v)x,y,zEG .............................................................. 1p
Element neutru.
_ 4(x+e) . _
x*e——#xe = X, (V)X € (m2,2) 2 € = 0. ottt e e e e e 05p
Element simetric.
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0) F(£) =+ In (E50) o 1p
fit) =f(t) =t = tz(solutie unicé)z)f 70110157 SRS N o
fiGoRf(E)=y€eR=t="7 fe(—z,z) ..................................................................... 1p
Demonstreaza ca f(x xy) = f(x) + f (), (V)X Y, € (m2,2) cenie i e 1p
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Problema 4. Seda I, = [; ——dx,n € N.
a) Calculati I, si I;.
b) Demonstrati ca I,,,; + 31, = ﬁ, (V)n € N.
c) Demonstratica limn - [, =
n—-oo
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a)lp=f, “—dx=f dx—3 f—x—1—3-1n(x+3)|0=1+3-ln(z) ................................... 1p
(1 x? 1 (x? 9)+9 _ 9 _ 5 ) 4
Il—fO?dx—fo-'-—z +1—f (x 3+x+3)dx— 2+9 11’1(3) ........................................ 1p
1xM+243.4M 1 1
b)1n+1+3 1 _IT =f0xn+1dx=m. ............................................................ 1p
c)Din0<x<1=x""2<x"=1] ., (V)nEN*
< 1
AVem ca 4In+1 = In+1 + 3 N In+1 S I n+1 + 3 I = :> ITL+1 = d(n+2) [1]. ITL = 4(n+1) .................. 2 p
Pe de alta parte avem:
1 1
41, =1, + 3 In21n+1+3 I, n+2:>[2] M Z gy s 1p
n *
Din [1] si [2], deducem ca ( > <n-I, < 4(n+1)’( Jn €N
Din criteriul ,,clestelui”, deducem ca lim n - I,, = %. P!
n—-oo

Notd: Orice altd rezolvare corectd va fi punctatd conform baremului.



