
                                                                          
 
 

 
 
 
 
 

 
                                                   

Filiera Teoretică : profilul Real - Științe ale Naturii 
 

BAREM DE CORECTARE ŞI NOTARE 
 

Clasa a XII -a 
 
Problema 1. O clepsidră are secțiunea axială din Figura 1. Ea se obține prin rotirea graficului funcției 
𝑓𝑓: [0,𝜋𝜋] → ,𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥 în jurul axei (𝑂𝑂𝑂𝑂). Determinați volumul maxim al nisipului din clepsidră, astfel 
încât acesta să se poată scurge complet dintr-o parte în alta, atunci când clepsidra este întoarsă vertical. 
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Problema 2. Se consideră inelul (𝟓𝟓, +,⋅) și funcția 𝑓𝑓:𝟓𝟓 → 5, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 2� ⋅ 𝑥𝑥2 + 4� ⋅ 𝑥𝑥 + 3�. 

a) Stabiliți tabla adunării, respectiv tabla înmulțirii în 5. 
b) Calculați 𝑓𝑓�0��,𝑓𝑓�1��,𝑓𝑓�2��,𝑓𝑓�3��,𝑓𝑓(4�). 
c) Descompuneți în factori ireductibili peste 5 polinomul 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 2� ⋅ 𝑥𝑥2 + 4� ⋅ 𝑥𝑥 + 3�. 
d) Demonstrați că 𝑓𝑓 nu este surjectivă. 
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a)  
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       b) 𝑓𝑓�0�� = 3�;   𝑓𝑓�1�� = 0�;   𝑓𝑓�2�� = 2�;   𝑓𝑓�3�� = 0�;   𝑓𝑓�4�� = 0�………………………………………………..1 p 
       c) 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2) + (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥) + 3� ⋅ �𝑥𝑥 + 1�� = �𝑥𝑥 + 1�� ⋅ �𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 3�� = �𝑥𝑥 + 1���𝑥𝑥2 + 6� ⋅ 𝑥𝑥 + 8�� = 

=(𝑥𝑥 + 1�)(𝑥𝑥 + 2�)(𝑥𝑥 + 4�)………………………………………………………………………………….2 p 
Sau. 𝑝𝑝(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 3�)(𝑥𝑥 − 1�)(𝑥𝑥 + 1�) 

d) Im 𝑓𝑓 = �0� , 2� , 3�� ⇒ 𝑓𝑓 nu ia nici una dintre valorile 1� sau 4�. Așadar, avem cel puțin un element în 𝑥𝑥 ∈ 5, 
astfel încât 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 1� și 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 4�. 
Rezultă că 𝑓𝑓 nu este surjectivă………………………………………………………………………….……2 p 
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Tabla adunării în 5………….. 1 p Tabla înmulțirii în 5……….. 1 p 



Sau. Im 𝑓𝑓 nu conține 5 elemente ⇒ 𝑓𝑓 nu este surjecție. 
 

Problema 3. Pe mulțimea 𝐺𝐺 = (−2,2) definim legea de compoziție ∗:𝐺𝐺×𝐺𝐺 → 𝐺𝐺, dată prin  
𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 = 4(𝑥𝑥+𝑦𝑦)

4+𝑥𝑥𝑥𝑥
, (∀)𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐺𝐺. 

a) Demonstrați că (𝐺𝐺,∗) este un grup comutativ. 
b) Pentru orice 𝑡𝑡 ∈ 𝐺𝐺 definim funcția 𝑓𝑓:𝐺𝐺 → ℝ,𝑓𝑓(𝑡𝑡) = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑

4−𝑥𝑥2
𝑡𝑡
0 . Demonstrați că 𝑓𝑓 este un izomorfism de 

la grupul (𝐺𝐺,∗) la grupul (ℝ, +). 
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a) Demonstrează că legea ∗ este corect definită. 

(∀), 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝐺𝐺 ⇒ �

𝑥𝑥 + 2 > 0
𝑦𝑦 + 2 > 0
𝑥𝑥 − 2 < 0
𝑦𝑦 − 2 < 0

; 𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 ∈ (−2,2) ⇔ 4(𝑥𝑥+𝑦𝑦)
4+𝑥𝑥𝑥𝑥

∈ (−2,2). 

Justifică inegalitățile �

4(𝑥𝑥+𝑦𝑦)
4+𝑥𝑥𝑥𝑥

> −2
4(𝑥𝑥+𝑦𝑦)
4+𝑥𝑥𝑥𝑥

< 2   
……………………………………………………………………….…..1 p 

Comutativitatea este evidentă. 
Asociativitatea. 
(𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦) ∗ 𝑧𝑧 = 4(𝑥𝑥+𝑦𝑦+𝑧𝑧)+𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

4+𝑥𝑥𝑥𝑥+𝑥𝑥𝑥𝑥+𝑦𝑦𝑦𝑦
= 𝑥𝑥 ∗ (𝑦𝑦 ∗ 𝑧𝑧), (∀)𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝐺𝐺……………………………………………………..1 p 

Element neutru. 
𝑥𝑥 ∗ 𝑒𝑒 = 4(𝑥𝑥+𝑒𝑒)

4+𝑥𝑥𝑥𝑥
= 𝑥𝑥, (∀)𝑥𝑥 ∈ (−2,2) ⇒ 𝑒𝑒 = 0. ………………………………………..…………………….0,5 p 

Element simetric. 
      𝑥𝑥 ∗ 𝑥𝑥′ = 0 ⇒ 𝑥𝑥′ = −𝑥𝑥 ∈ (−2,2) ……………………………………………………………………….…..0,5 p 
      b) 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 1

4
⋅ ln �2+𝑡𝑡

2−𝑡𝑡
�………………………………………………………………………………………….1 p 

      𝑓𝑓(𝑡𝑡1) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡2) ⇒ 𝑡𝑡1 = 𝑡𝑡2(soluție unică)⇒ 𝑓𝑓 injectivă………………………………………………………..1 p 
      𝑓𝑓:𝐺𝐺 → ℝ, 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦 ∈ ℝ ⇒ 𝑡𝑡 = 2⋅𝑒𝑒4𝑦𝑦−2

𝑒𝑒4𝑦𝑦+1
∈ (−2,2)……………………………………………………………1 p 

      Demonstrează că 𝑓𝑓(𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦), (∀)𝑥𝑥, 𝑦𝑦,∈ (−2,2)………………….……………………………1 p 
 

Problema 4. Se dă 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑥𝑥+3
𝑑𝑑𝑑𝑑,𝑛𝑛 ∈ ℕ1

0 . 
a) Calculați 𝐼𝐼0 și 𝐼𝐼1. 
b) Demonstrați că 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 + 3𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛+2
, (∀)𝑛𝑛 ∈ ℕ. 

c) Demonstrați că lim
𝑛𝑛→∞

𝑛𝑛 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1
4
. 
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a) 𝐼𝐼0 = ∫ 𝑥𝑥

𝑥𝑥+3
1
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 − 3 ⋅ ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥+3

1
0 = 1 − 3 ⋅ ln(𝑥𝑥 + 3) �10 = 1 + 3 ⋅ ln �3

4
�………..…………………...1 p 

      𝐼𝐼1 = ∫ 𝑥𝑥2

𝑥𝑥+3
𝑑𝑑𝑑𝑑1

0 = ∫ �𝑥𝑥2−9�+9
𝑥𝑥+3

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ �𝑥𝑥 − 3 + 9
𝑥𝑥+3

� 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −5
2

+ 9 ⋅ ln �4
3
�1

0
1
0 ………………………………....1 p 

b) 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 + 3 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 = ∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛+2+3⋅𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑥𝑥+3
𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑥𝑥𝑛𝑛+1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

𝑛𝑛+2
1
0

1
0 . …………………………………………………...1 p 

c) Din 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛+2 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ⇒ 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 ≤ 𝐼𝐼𝑛𝑛, (∀)𝑛𝑛 ∈ ℕ∗. 
Avem că 4𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 + 3 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 ≤ 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 + 3 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛+2
⇒ 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 ≥

1
4(𝑛𝑛+2)

⇒ [1]: 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≤
1

4(𝑛𝑛+1)
………………2 p 

Pe de altă parte avem: 
      4𝐼𝐼𝑛𝑛 = 𝐼𝐼𝑛𝑛 + 3 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≥ 𝐼𝐼𝑛𝑛+1 + 3 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛+2
⇒ [2]: 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≥

1
4(𝑛𝑛+2)

………………………………………………......1 p 

      Din [1] și [2], deducem că 𝑛𝑛
4(𝑛𝑛+2)

≤ 𝑛𝑛 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≤
𝑛𝑛

4(𝑛𝑛+1)
, (∀)𝑛𝑛 ∈ ∗. 

      Din criteriul „cleștelui”, deducem că lim
𝑛𝑛→∞

𝑛𝑛 ⋅ 𝐼𝐼𝑛𝑛 = 1
4
. ………………………………………………….…......1 p 

 
Notă: Orice altă rezolvare corectă va fi punctată conform baremului.                                


