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Problema 1.

Ioana si Maria, eleve in clasa a IX-a, studiaza la scoald 15 discipline si la sfirsitul primului semestru au obtinut aceeasi
medie generald. Stiind cd fiecare din ele a avut medii de 8, 9 si 10 si numai de acestea iar numarul mediilor de 8 ale
Ioanei este cu 6 mai mare decat numarul de medii de 8 ale Mariei, aflati care este media lor generald pe acel semestru.

Solutie:
Daca a,b,c reprezintd numarul de medii respectiv de 8, 9 si 10 ale Ioanei, atunci a,b,cD{l; 2; 3; ...;13} si in mod

analog, dacd x, y, z reprezintd numarul de medii de 8, 9 si 10 ale Mariei, atunci x, y,zD{l; 2;3; ...;13} ....................... Ip
SI A+D+C=15,TESPECUV X F Yt Z T IS5 it ettt et sttt et e s ebt e e s be e et e e ssbeeenbeeeaee Ip
BAFTID FT0C T BX TP FT0Z ittt ettt e bt e et e e etteeeatteestteessbeeeanteeenseeessseesnstessnseesaseeesnsaeennseenane 1p
7 o o (TSRS 1p
8a+9b+10(15-a=b)=8x+9y+10(15=x=y) = 2(@=X) T Y =B errcoerrirerrccreercere e 1p
Bl 2 U7 STUPPU Ip

b=1, y=13, x=1,z=1,a=7, c=7 si media Zenerald €st€ 9 ..........cccerirrirritrrierierie ettt ee sttt et 1p
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Problema 2.
a) Fie ABCD un paralelogram. Ardtati ca OA+0C = OB +0D pentru fiecare punct O din planul sau.

b) Dacda ABCD este un patrulater pentru care existd un punct O in planul sdu, astfel incat OA+0C=0B+0D,
aratati cd ABCD este paralelogram.
¢) Consideram un triunghi ABC si paralelogramele AMNB si BNPC . Ardtati ca CPMA este paralelogram.

Solutie:
a) Fie O un punct oarecare din planul paralelogramului ABCD, atunci:

OA+0C=0B+0D < 5Z\+(5A+ZE) :(5A+XE)+(5A+X5) « AC=AB+AD -
= AB+BC=AB+AD <~ BC =AD care are loc deoarece ABCD este paralelogram. .......ccocoeveeereenncnnn 3p
sau orice alta rezolvare corect parcursa.

b) Deoarece, conform pasilor parcursi la punctul anterior, OA+0C=0B+0D - BC=AD,daci relatia
OA+0C =0B+0D are loc pentru un punct din planul unui patrulater ABCD, atunci BC = AD, ceea ce
inseamna ca AB|| DC si [AB] E[DC] ,deci ABCD este paralelogram. ........c.ccoceevceeneeneniinieneeneenienneeneens 2p

sau orice alta rezolvare corect parcursa.

¢) Conform cu a), vom avea:
in paralelogramul AMNB, OM +OB =0A+ON iarin paralelogramul BNPC , ON+0OC=0B+OP ... Ip

si suménd cele doud obtinem OM +0C = OA+OP din care, conform cu b), CPMA este paralelogram....... Ip
sau orice alta rezolvare corect parcursa.
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Problema 3.
Consideram toate functiile f:R - R si g:R — R care pentru orice x[IR verifica f (x) +2f (1 - x) =3g (x)

a) In cazul particular f (x) = x’ —x, determinati functia g .
b) Aratati cd, in conditia generala din enunt, pentru orice xR se verificd f (x) =2g (1 - x) -g (x) .

¢) Demonstrati ca atunci cand g este functie monoton crescatoare, f este functie monoton descrescatoare.

Solutie:
a) f(x):xz—x = 3g(x)=x2—x+2(1—x)2—2(1—x) ............................................................................... 1p
= g(x)=x2—x ........................................................................................................................................... Ip
b) Din f(x)+2f(1-x)=3g(x), (0) xOR, rezulta f(1-x)+2f(x)=3g(1-x), (0) xOR ccrverrernece. 2p
si din sistemul celor doua relatii deducem f (x) =2g (1 - x) -g x) ........................................................... 1p

c) Fie x,, x, UR,cu x, >x, sicum g este crescatoare = g()c1 = g(xz) = —g (xl) <-g (xz) (1)
(1—x2) = 2g(1—xl)s2g(1—x2) 2)
Din (1) si (2) deducem implicatia x, >x, = 2g(1-x)-g(x)<2g(1-x,)-g(x,). dar conform cu b),

2g (1 —x) -g (x) =f (x) ,deci x, >x, = f (xl) <f (x2) , ceea ce aratd ca atunci cand g este functie monoton

Totodatd din x, >x, rezultd 1-x, <1-x, = g(l—xl)s g

crescatoare, f este functie MONOtON ESCIESCALOATE. .......ceeeeeruieuiriieruieiiieiieie ettt et ee e 2p
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Problema 4.

Notam cu A multimea progresiilor aritmetice (a;b;c), cu a,b,cD{l; 2;3; ...;2017} sia<b<c.
a) Determinati cate progresii din multimea A au primul termen a =1007 .
b) Aflati cate progresii din multimea A au ratia egald cu 100.
¢) Determinati numarul elementelor multimii A.

Solutie:
a) Progresiile sunt 1007;1007 + ;1007 + 2r si avand 1007 +2r <2017 = r <505, deci r D{1;2;3;...;505} si
inseamna ca avem 505 progresii care au primul termen @ = 1007 .....ccooeeviriiiniinieneeneeneeneeee e 3p
b) Progresiile sunt a;a+100;a+200 cu a <1817, = 1817 ProQresil wovcvereeereeeiieeeiieeeieenieeiie et 2p
2017 -
¢) Progresiile cu primul termen egal cu k sunt k;k+r;k+2r,cu r< OTk

Pentru cazul in care k este par, kK =2n si avem r <1008 —n, deci n D{l; 2; ...;1007}
iar pentru k impar, k =2n+1 si avem r <1008 —n, deci nD{O; 1; 2; ...;1007} .
In total vom avea 1008 +2(1+2+3+...+1007) =1008 +1007 008 =1008" Progresii ...........ccoocreeerreernece. 2p

Observatie:
In mod analog, ordonind dupa ratie obtinem 2015 progresii cu ratia 1, 2013 cu ratia 2, 2011 cu ratia 3, etc. siin

total vom avea 1+3+5+...+2015=1+3+5+...+(20008 1) =1008" progresii.



